UCGENIN iC MERKEZI NEDEN MEDIAL UCGENININ
NAGEL NOKTASI OLUR? (. Gokgd

Bu yaziyi hazirlamamizin bitiin amaci yazimizin adaki TUBTAK — 1994 ikinci gama
sinavinda sorulan bir soruya detaylariyla cevagehbienektir. Yazinin bgigini olusturan
soruya cevap olaralkctinkii ic merkez,garlik merkezi ve Nagel noktasi gtasaldir ve Nagel
dogrusu olarak bilinen dgrunun Uzerinde bulunurladersek aslinda hi¢ biey sdylemensi
oluruz. Zaten bu u¢ noktanin gfasal oldgu bir sekilde ispatlandiktan sonra geometriciler:
‘buna biz bir isim koyalim ve meseMagel dgrusu gibi bir sey hi¢ de fena bir isim olmaz
demgiler. Hatta bgka 6neri getiren de olmami‘en iyisi direkt olarak biz bu daiya ‘Nagel
dogrusu diyelim ve gecelifrdemisler. Yani baliktaki sorunun cevabi dyle iki satirlik biey
desil. Hele hele, aciklamaya gerek bile ypkaten aikardir’ denecek tirden bigey hic deil.
COzumu kisa del, ama ¢ok uzun da gé.

Simdi ispatimizda kullanagamiz bir problemle bgayalim:

Problem 1: ABCD paralelkenarininAB], [BC] kenarlari tGzerinden sirasiy}g Y noktalarini
|AX|=|CY olacak sekilde alalim. AY ile CX dogrularinin kesiimi Q olmak tizere

OADQ = [ CDQ oldugunu ispatlayiniz.

C6zum: AY ile DC dogrularinin kesjiimi Z olsun. O zamaADZ licgenindeDQ nun i¢ acglor-
tay oldysunu ispat etmemiz gerekiyor. Bunun igin de i¢ aenyprteoremi olarak bil@gmiz

M:ﬂ esitli ginin sgslandgini gostermemiz gerekiyor. Buradélb\g oraninin yerine
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buna sit olan baka bir sey yazabilir miyiz diye bakarsakAXQ~ ZCC oldugundan

AQ _[AX |AD| _|AX .. . )
—— =—— ssitligini goruriz. O halde—; ="— ssitli gini gosterebilirsek problem ¢o6-
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zulm@s olur. Simdi bu sitlikte |AX| in yerine yazabileggmiz bir seyler var mi diye bakar-
sak, problemin kendigiAX| =|CY oldugunu vermiti. Yani % :% oldugunu gdésterme-

- AD _|Yd .. L .
liyiz. Himm ... acaba b DZ| =@ esitli gi sgglanir mi? Bu dupedUiADZ ~ YCZ benzerli-

gidir.



Simdi Nagel noktasi diye bilinen 6zel noktayi tacubir problem ¢ozelim.

Problem 2: Herhangi birABC Ucgenini d¢ teget cemberleri BC], [CA], [AB] kenarlarina
sirasiylaD, E, F noktalarinda tget olsunlar. Bu durumdaD, BE, CF dogrularinin Gict birden
ayni noktadan gecerler, ispatlayiniz.

AD, BE, CF dogrularinin G¢iniin de gegtibu ortak noktayalagel noktasdenir.

Cozum:




ABC uggeninin kenar uzunluklag, b, ¢ ve yari gevress olmak tizere|CE| =|BF = s- g,
|AF|=|CD| = s~ b, |AE|=|B0 = s~ cdir. AD, BE, CF dogrularinin tigiinin de ayni noktadan

gectigini gostermek icin Ceva teoremi olarak bllln%ﬂ—%é‘&— =1 esitli ginin salan-

AF| |B
digini géstermek gerekli ve yeterlldL | D| carpiminin sonunun 1 oldu bu defa
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gercekten desiardir.

AD, BE, CF dogrularinin dginin de gegtibu ortak noktaNa ile ya daClark Kimberlingin
numaralandirma sistemiyl¥; ile gosterilir.

Simdi sira baliktaki sorunun ¢éziimuine geldi.

Problem 3: Herhangi bir G¢genin i¢ et cemberinin merkezinin, medial tiggenin Nagel nok-
tasi oldgunu ispatlayiniz.

C6zum: ABC Uc¢geninin medial U¢ggemEF olsun.DEF Ug¢geninin dy teget cemberlerinin
[EF], [FD], [DA] kenarlarina dgme noktalan sirasiyl&, L, M olsun. Bu durumda

|FK|=|DM|, |KE|=|DL|, |[EM|=|LF| dir. AyricaDK, EL, FM dogrularinin ¢t de biiX
noktasindan gecger. Bu nokf@aEF Uggeninin Nagel noktasidiAFDE paralelkenarinda
|[EM|=|LF| oldugundan Problem 1'e géré]lFAX =OEAX olur. BDEF paralelkenarinda
|FK|=|DM| oldugundan OABX =0 CBX olur. CEFD paralelkenarinddKE| =|DL| oldu-

gundan JECX =0 DCX olur. DolayisiylaX noktasiABC ti¢ggeninde i¢ acgiortaylarin kesim
noktasidir.




Simdi de Nagel dgrusunun ne oldgunu sdyleyen tanitici problemi ¢ozelim.

Problem 4: Herhangi bir ticgende icget cember merkezigalik merkezi ve Nagel noktasi-
nin dgrusal old@gunu ispatlayiniz.

Bu U¢ noktayl tayan d@ruya Nagel d@rusu denir. Bunlara ilave olarakpieker Noktasi
ismiyle bilinen ve medial tGicgenin icget cember merkezi olan nokta da Nagetrdsu ize-
rinde bulunur.

Cozum:

ABC Ug¢genini kendine medial Gicgen kabul eddaF G¢genini gizelim. Bu ticgen&BC nin
anti tamamlayici(anticomplementaryjicgeni denir. Problem 3’'den dolayABC nin Nagel
noktasi olanXg noktasi, ayni zamandaEF tg¢geninin i¢ tget gemberinin merkezidir. O

zaman biz kendi kendimize bir @dBC nin i¢ tezet gember merkezi olannoktasini gizelim.
DEF ile ABC uc¢genleri arasmda% oranina sahip bir homoteti olglunu iyi biliyoruz. Ho-

moteti merkezi dé&s agirlik merkezidir. Homotetinin 6nemli bir 6zedii olarak ayni 6zelfie



sahip noktalar ve homoteti merkezigdasaldir. DolayisiylaXg ile | homotetik glenik nokta-
lar olup, Xg, I, G nokta tclust dgrusaldir. Hatta homoteti oranindan dolayi

|XsG| = 2G|
esitli gi de vardir.

Xy, ile gosterilenABC nin Spieker noktasinin da Nagelgdasu tzerinde oldiunu benzer
bicimde kolaylikla gosterebilirizX,, noktasi aslind&BC nin medial G¢geninin i¢ merkeziy-

di. I noktasi daABC nin i¢ merkezidir ABC ile medial ti¢cgeni arasmdaki% oranina sahip

homotetiden dolayiX,,, I, G nokta tglisu dgrusal olur. Yine homoteti oranindan dolayi

1G] = 20X,
olur.

Sonug olarakXg, X,,, 1, G noktalari dgrusaldir.

Son olarak bir olimpiyat sorusu yazip ¢ozelim. Pealin bsikkinda direkt olarak Nagel ge
rusunu sormglar. Asagida kisacik bir ¢6zim veriyor olmamiz sizi yanilsma O kisacik
¢6zUmU verebilmek icin yukaridaki tiglemleri yapmak gereklidir.

Problem 5 (TUBITAK 1994 — 2 Asama): ABC {icgeninin i¢ tget cemberi BC] ye D de, [AC]
ye E de dgiyor. [CB], [CA] iizerinden|CK|=|BD| ve |AE|=|CL olacaksekilde sirasiyl«,

L noktalari aliniyorAK ve BL dogrulari P de kesgiyor. [BC] nin orta noktasQ, ABC ticgeni-
nin i¢ merkezi ve girlik merkeziG ise,

a)lQ / AK
b) Alan( AIG) = Alar{ QPG

oldugunu gosteriniz.

Cozum:

a) |CK|=|BD| olduzgundanK noktas1,ABC liggenininA noktasina gére giteget cemberinin

[BC] kenarina dgme noktasidir. Benzer bicimde noktasi daABC l¢genininB noktasina
gore ds teget cemberinin AC] kenarina dgme noktasidir. Dolayisiyla AK ve BL daulari-
nin kesgimi olan P noktasi,ABC ui¢cgenininNagel noktasdir. i¢ teget cemberin bir capi



[DK 1 olsun.Ic teset cemberi,A noktasina gore gliteset cembere gotiren homotetiyi goz

onlne alalimK ve K' noktalari bu homotetiye goére birbirinirglenigidir. Homotetinin
onemli bir 6zellgi olarak homoteti merkezi veslenik noktalar dgrusaldir. Dolayisiylad, K

ve K' noktalari dgrusal olur.|DI|=|IK| ve |DQ|=|QK| olduzundanIQ // AK paralellgi
vardir. (Ayrica|KK | =2|IQ| esitli gi de vardir)

b) Nagel dgrusu olarak bilinen teoremi hatirlayalim: Bir t¢cgendemerkez, girlik merkezi
ve Nagel noktasi dwusaldir.

Bu 6zellige gorel, G, P dogrusal olur.AIQP yamyunda k@egenlerin kesim nokta§ oldu-
gundan Alan( AIG) = Alan( QPG ssitli gi kolayca yazilabilir.

A
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