OLIMPIYATLARA HAZIRLIK ICIN
CAUCHY - SCHWARZ BITSIZLIGI PROBLEMLER
ve COZUMLER (L. Gokce

Matematikteki Gnlt gtsizliklerden biri olan Cauchy — Schwargtsizligi, olimpiyatlarda da
onemli bir yere sahiptir. C — Sitsizligi, klasik sitsizlik ispatlarindan bga, maksimum —
minimum problemlerinin ¢coziiminde ve denklem coziimée de kullanilabilmektedir.

C — S aitsizliginin ifadesistyledir:
X X,y %, VE Y, Vo, .., Yy el sayilar igin

XY+ XYoot % Y| SV Of+ Bt fy o gt Y

esitsizligi gecerlidir. Ayrica gitlik durumunun sglanmasi ancak ve ancak=k.y,,

X =kY,, ..., X, = ky, olacaksekilde birk sayisinin olmasi ile mimkdndur.ger bir
deysle x, %,,..., %, ve ¥y, Y,,..., Y, Sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere

yl y2 yn

orantisi varsapq ¥ + % Yo+ ...+ X ¥|:\/ £+ +.+ £y ¥+ ¥+.+ ¥ esitligi
gecerli olur.

Simdi bu sitsizligin problemler Gizerinde uygulamni gosterelim.

Problem 1: f(x) =6.sinx— 8.co fonksiyonunun en buyuk gerini ve en kicuk dgerini
bulunuz.

C6zim: 6,-8 ve sinx,cosx ikilileri icin C — S sitsizligini uygularsak

|6.sinx—8.cos<1s\/ 8+ £ 8 sihx+ cdx yazilir. sin? x+ cog x= 7 oldusundan

-10< 6.sinx— 8.cos< 1



elde edilir. Buradanf,,, =-10, f__ =10 bulunur.f nin bu dgerleri almasini sdayanx

degerlerini bulmak istersek_i -8 orantisini gdzmemiz gerekir. Buradtanx = 3
sinX  cosx 4

olupx acgisinin esas 0lcisu ya 2. bolgededir ya da gedédir. Bu durumda

. 3 , 3 4
sinx=—,cosx=— veyasinx=—,cosx=— olur.
5 5 5 5

Problem 2: x, y, z reel sayllar vex’ + y* + Z = 4 ise 3x—12y+ 4z ifadesinin en biiyik ve en
kiguk deeri nedir?

COzum: x,y, zve 3,-12,4 tgluleri igin C — S gtsizligini uygularsak

3x—12y+ 44< 3+ ¢ 12§+ 4 X+ P+ 7
olur. X* + y* + 7 = 4 eitli gini kullanirsak|3x—12y+ 44 < 2€ olur. Buradan

—26< - 12y+ &< 2€

elde edilir. Dolayisiyla en buytk ve en kuculgeder sirasiyla26,—26 olur. 3x—12y+ 4z
ifadesinin bu dgerlere git olmasini sglayan X, y, z reel sayilarini hesaplamak istersek

orantisini sglayan sayilari bulmamiz gerekir. Buradam 3k, y=-12k, z= 4k olup
X’ +y+ Z=4= 9K +144K+ 16K = ¢yazilir. k = 1133 olarak ¢ozulir. Buna gore

6 24 8 6 24 8 . . o -
X=—,y=—,Z=— Ve Xx=——,y=—-—,z=—— i¢in aranan en bluyuk ve en kic¢uk
13 13 13 13 13 13

deserler elde edilir.

Problem 3: x,y, z> 0 ve 4x+ 49y + 25z= 20Isun.1+—1 +—1 ifadesinin en kucuk deri
X y z

nedir?

Cozum: i—l—l ve 2&,7\/?/,5/_2 dcldleriicin C — S gtsizligini uygularsak
X

<
N



(1+i+_1j.(4x+ 49y+ 252)2( ol z/_yﬁ 1J2

X y z
olup (1+—1 +—1j.22 (2+ 7+ 57 yazilrr. Buradan1 e +—12 98 elde edilir.
X y z X Yy z
Problem 4: x, X,,...,%, > 0 olmak tzere
X tX+.+x =1
1 1 1,
—+—+..+—=n
% %

denklem sistemini $ayan tim(x,, X, ..., %, ) ¢oztmlerini bulunuz.

Cozium: \/%\/172 \/lz ve \/Z\/Z\/Z n— lileri icin C — S gitsizligi uygulanirsa

{—+—+ +—1J()5+ %+ .+ X)
5% %

&+f@+ +—

olup buradar(1+1+ ...+ ])2 <n® .1yazilir. Sonug olarak?® < n* elde edilir. Sg taraf ile sol
\_qf_—/

n-tane
tarafin birbirine git olmasi ancak ve ancak

o e Ik

(1J ) (1] (1J
olmasi ile mimkunddr. Buradan denklemin tek ¢ozuimix = x, =...= X, :% oldugu
anlssilir.

NOT: Bu problemi aritmetik — harmonik ortalamsitsizligini kullanarak da ¢ozebiliriz.



Problem 5: Asagidaki denklem sisteminin tir(x, x,,...,%, ) ¢éztmlerini bulunuz.

1 1 1
—+—+..+—=n
) %
1 1 1 _
—2+—2+...+—2—n
) %
COzum 1: ii—l vell,...,1(n-tane) sayilari icin C — Sissizligini uygularsak
X% %
1,1 1 (1.1 1
N } s{—2+—2+ +—2j (* & .+ )
X % % X % X

n—-tane

olup n* < n’.n elde edilir. Sa taraf ile sol tarafin birbirinesé olmasi ancak ve ancak

X =X =T X :% ile mumkundar.

COzum 2: %: g degisken degistirmesi yaparsak denklem sistemi
a+ta,t..+tg = }
a’+a’+.+3°=n

sekline dongur. Asagidaki tam kare agilimlarini inceleyelim:

(@ -n*+(a-n"+.+(a-n

:(a12+a22+...+ qqz)—Zn.( a+ at.+ q)+( A+ A+ .+ ﬁ)

=n’-2nnr+n’=0

olur. Bu ise ancak ve ancak =n (i =1,2,...n) olmasi ile mumkundur. Dolayisiylg :1
n

dir.

Problem 6: Pozitif reel katsayili 2. dereced@{x) polinomu verilsin.P(xy)* < A X). R ¥)
esitsizligini ispatlayiniz. (Rusya — 1997)



Cozum: a,b, c> 0 reel sayilar olmak tizerB(X) = ax + bx+ ¢ olsun. C — Sgtsizliginden
P(xy)? =[ aX Y+ bxy ¢

[(Vae) (Vay)«(Voy(V oy o g

<|(Vax) +(vY" +/€ || (Vag) +(V by + ¢]

=[ax' +bX + c|[ af+ bj+ ¢

=P(x).P(Y)

elde edilir.

NOT: Daha genel olarak pozitif reel katsayili herhanigiP(x) = g X + g, X +...+ 3
polinomu icin P(xy)* < A X). R ¥) ssitsizligi vardir.

Problem 7: > a =96, > a° =144, > a° =216 denklemlerini sglayan negatif olmayan
i=1 i=1 i=1

tim a, < a, <...< g, sayilarini bulunuz.an — 1996)

Cozum: Toplamlara sifir ilave etmek ya da atmak etki stevgginden a; sayilarini pozitif

olarak alabiliriz.\[a ve a./a (i=12,...n) n—lileriigin C — S sitsizligini uygulayalim:

(a,+a,+..+ an)( ad+a’+.+ zf)z( g+ a’+ .+ gz)z
olur. Fakat96.216= 144 oldusundan gitlik durumu s&lanir. Bu ise ancak ve ancak

Ja _ Ja _ _ e
aa aa | ala

orantisinin olmasiyla mimkunduir. Buradar= x (i =1,2,...n) olup

nx=96
nx* =144




elde edilir. Bu denklemlerder :g, n= 64 olur.

Problem 8: 12.sinx.cosy— 16.six .sig+ 21.co ifadesinin alabilecg en buyuk dger
kactir?

C6zUm: 12,-16, 21 ve sinx.cosy ,Sirx .siny ,cog ucluleri icin C — S gtsizligini uygularsak

[12.sinx.coy/— 16.sim .sig+ 21.cok
<122 +16 + Zf\/ sifx .coSy+ sifix .sfy+ cO

olur. (122+162)+ 2= 26+ 2i= 2¢ve
(sin*x.cos y+ sidx sifiy)+ cdsx= sfcos’y+dn’y)+ cbse Sine  dosl

oldugundan|12.sinx.coy/— 16.six .sig+ 2l.cas  elde edilir. Aranan en buyuk ger
29 olur.

Problem 9: a,b,c, d, ¢ f> 0 reel sayilari igin%+§+—?:1 iseJo+d+ f=2Ja+/c+e

oldugunu gosteriniz.

Cozum: Jb,Jd,\e ve \/%,\/%,\/:? ucldleri icin C — S gtsizligini uygularsak

oo g LG

olup buradan/b+d+ f > a+ c+/ e elde edilir.

Problem 10: x, v, z>1vet+titogise JXx+y+z2 x-1+,/ y-1++ z 1 oldugunu
X y z

ispatlayiniz. fran — 1998)



szUm:1+—1+—1:2 x-ly- Lzl =1 yazilabilir. fﬁﬁve
X y z X y

\/x—l,\/y—l’\/ 2-1 ucluleri icin C — S gtsizligini uygularsak
X z

y

(x+y+z)(x 1,y-1, z- 1) (\/_x x-1 yL1+\/_ /ilJ
X oy \/ y z

olur. Buradan,/x+ y+ z=+/ x-1+,/ y-1++/ z 1 elde edilir.

b C 3

Problem 11: a,b, c> 0 reel sayilari i(;inbj + + > — esitsizliginin sglandgini
c

cta atb 2
gosteriniz. Nesbitt Eitsizligi)

Cozum:
a + b + ¢ § a +1+ b +1+ ¢ +12£_9
b+c c+a a+b2 bt ¢ e a & b 2

= (a+b+ c).( 1 + ! + 1 jz—g dir. Bu son gitsizligi gostermek yeterlidir.
b+c c+a atb 2

C — S aitsizliginden

((b+0)+(c+ g +(at b)( 1,1, 1 jz

b+c c+a atb

oldugundan verilen gtsizlik dogrudur.

Problem 12: x, %,,...,%, Ve Y, ¥,,..., }, pozitif reel sayilari i¢in

2 2

X1+x2+ + (><1+x2+ A4 %)
y1 y2 Yn y_|_+ y2+ -+ %

oldugunu gdosteriniz.

C6zUum: Okuyucuya birakilngtir.



Problem 13: x, X,,..., %, ve y;, ¥,,..., ¥, pozitif reel sayilari icin

2
Ty R AR
i Y2 Yoo o XEXrFXUY Y% X

oldugunu gosteriniz.
C6zUm: Okuyucuya birakilngtir.
Problem 14: x, %,,...,%, Ve Y, ¥,,..., }, pozitif reel sayilari i¢in

M, %, LKoo (4%t Y
i Yo Yoo XUT X%t XY

oldugunu gosteriniz.

C6zUm: Okuyucuya birakilngtir.

Problem 15:r yarigaplh ¢gemberin igine ¢gizilen bir dikdértgermevresinin en fazla/2r
olabilecgini ispatlayiniz.

Coziim: O merkezli gemberin icinABCD dikdértgenini gizelim|BC| = 2x ve |AB| =2y ile
gosterelimO noktasindanDC], [AD] kenarlarina gizilen dikme ayaklari sirasi@@aH olsun.
|OG| = x ve |GD| = y oldugundanx® + y* =32 elde edilir. BizCevrg ABCD=4( % ¥
ifadesinin en buyuk derini bulmak istiyoruz. C — Sssizliginden

X+ Y =[L.x+ 1.)*5\/ X+ YN B+ P = 4/ 2/ Zolup x+ y<8 elde edilir. Gitlik durumu

sadecex = y=4 iken vardir. YanABCD dikdortgeni bir kare olmalidir.



A H D
L
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Problem 16: x, y, z> 0 reel sayilar olmak tzere
4x+ 49y + 25z=
1 N 1+ 1_98 denklem sistemini gayan tim(x, y, 2) tclulerini bulunuz.
X y z

Cozum: (2\/;7\/?/5/_2) ve( 11 —1] ucluleri icin Cauchy — Schwarzitsizligini

Jx'Jy'Vz
2
uygulayallm:£2\/§.%+ 7\/§/.T1+ 5\/_221] <( 4x+ 49y+ 25) (—)1(+_$+—3 olur.
X y

4x+ 49y + 25z= zve 1+—1 +—1=98 degerlerini bu gitsizlikte kullanirsak
X Yy z

(2+7+5F < 2.98= 19& 19 elde edilir. C — Stsizligi uygulandginda gitlik durumu

ancak ve ancak
&5 G
2x 1y 5/z

orantisi varken gganir. Buradan2x = 7y = 5z elde edilir.4x+ 49y + 25z= Z oldugundan

4x+7.(7y)+ 5(52)= 2= 4x+ 7.2+ 52 olup le—l4 elde edilir. Buna gore

y=—, z:—1 olur. Denklem sisteminin tek ¢6zim uglu(sul—i—lj dir.
49 35 14 49 35



Problem 17: a, 3,6 pozitif reel sayilari igino + 8+ 8 = 77 ssitli gi saglandgina gore
asagidaki ssitsizlikleri ispatlayiniz. Ayrica gtlik durumunun ne zaman ganacgini
belirleyiniz

(a)tan2£+ tarf£+ taﬁgz (b)ang .tan’é .tanqsﬁ
2 2 2 2 2 2 9
a B
tan— + tan—
COzum: tan B = 2a 2_ dir. Ayrlcatana+’8 = tar(l—T—gj: coézie
1-tan— .tané 2 2 2 2 tan—
2 2 2
tan? + tarf
oldugundan 2 - yazilir. Capraz carpim yapilarak

1- tarﬂ .tar’lé tan-
2 2 2

an? b+ tal b+ ted tdh= .. (1)
o Ty T S

elde edilir.

(a) Cauchy — Schwarzigsizliginden

(tan2£+tar?£+ taﬁgJEtah£+ ta2n€+ taﬁg—,jZ( t5h tgm {gn faﬁ
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

% é’%n

olup (1) aitli ginin yardlmlylatan2%+ tarf§+ taﬁ%z elde edilir. Kitlik durumu ancak

ve ancaka = £ =6=60" olmasi halinde gercelgie.

(b) Aritmetik — geometrik ortalamaigsizliginden

an? taf+ talf 28+ f e B En éza( B —6%;{ Gian g.%an
2 o 2 2 02 2 2 7

olup (1) eitligi yardlmlylatan% .tarrg .tangsis elde edilir. Burada dasiglik durumu

ancak ve ancak = £ =6=60" olmasi halinde sganir.



Problem 18: a, b, c gercel sayilar olmak tzergagidaki denklem sistemini gkayan en
buylk ve en kiclk degerlerinin toplami kagtir?

a+b+c=6
ab+ ac+ bc=0

Cozim: (a+b+0Q°=a+ b+ ¢+2(ab+r ae by 6zdsligindena® +b*+ ¢ =36 olup
a’+b”> =36- ¢® yazilir. Buna gore C — Sigsizliginden

(6-c)*=(a+h)?<2.(a+ b¥)= 2.(36- & dir. (6—c)’ < 2.(36-c?) ikinci dereceden
esitsizligi diizenlenirsec® —4c-12< 0 olup —2< ¢ < 6 elde edilir.c nin alabilecgi en biyik
ve en kucuk dgerlerin toplami—2+ 6= 4 olur.

c=-2 ve c=6 durumlarinin irdelenmesi okuyucuya birakgtiri

Problem 19: a,b, ¢, d gercel sayilar olmak tizergagidaki denklem sistemini §ayan en
blyuk ve en kicuk degerlerinin carpimi kacgtir?

a+b+c+d=4
ab+ ac+ ad+ ber bdr cd0

Cozim: a+b+c+d=4=a+b+c=4-dve
(a+b+c+d’=a+ 0+ ¢+ d+2(ab ae ad be bd ¢ 6zdsliginden
a’+b’+c?+ d*=16 = a’+b*+ ¢ =16- d* dir. Cauchy — Schwarzitsizliginden:

(4-d)?=(a+b+?*<3.(a+ b+ &)
= (4-d)? < 3.(16- d?)

= d*-8d+16< 48 3
=d*-2d-8<0

—=-2<d<4

elde edilir. Acabad =4 ve d =-2 olmasini sglayan a, b, c gercel sayilari var midir? Bunu
da aragtirmadik¢a ¢ozumumuizden emin olamayiz! C sisieliginde aitlik durumunun
sglanmasi ancak ve ancak= b= cile mimkindura=b=c=0 i¢in d =4 olmaktadir.
a=b=c=2icin d =-2 olmaktadird nin bu en buyuk ve en kiicikglerinin carpimi
(-2).4= -8 dir.



Problem 20: a,b,c, x, vy, 2 Ove x+ y+ z=1 ise

ax+by+ cz+2/(aB ae¢ b xy yz ¥yx +a+b

oldugunu ispatlayiniz.

Cozum: iki defa C — S stsizligi uygulanarak

Sol tarafsva? + b2 + ./ X+ Y+ Z+./2.(ab ae bp/2.( xy we 7}

< Ja?+b?+ 2 +2.(ab+ ack by &+ Y+ Z2.(xy y

=(atb+0.(x+y+2=at bt c
1

bulunur.

Problem 21: Kenar uzunluklari, b, ¢, yuksekliklerih,, h, h,, alani deS olan herhangi bir
tcgende(a+b+ g(h + R+ h) =18 S oldugunu ispatlayiniz.

Cozim: (\/5\/5\/?:) ve (\/E\/E\/E) ucluleri icin C — S gtsizligini uygulayalim.

(Vaghy +vbr/l +veq/ ) <(a+ b ¥ h+ v B olur. ath, = by = =2
oldugundan(a+b+ ¢(h + iy + h) =18 < elde edilir.

Problem 22: Kenar uzunluklari, b, c, yiiksekliklerih,, h, h., cevresiP, alani deS olan

herhangi bir Uggendea— +£ +—CzE oldugunu ispatlayiniz.
h, h 2S

h

olmaktadir. Bu

2
C6zUum: Problem 14 deki 6zefie gt’t’)rei +£ +—Cz (a+ b+ 9
h, h h (alh+dh+ dIf

ise 2 +£ + 2> E esitsizligine denktir.

h h 2S



Problem 23: x+y= 2(\/ X+ 3+, y+ 4) esitli gini saglayan reek vey sayilari icin
Vx+3+,/y+4 toplaminin alabilegg en biyik dger nedir? Akdeniz— 2007)

Co6zum: (1,1) ve (\/x+3, y+ 4) ikilileri igin C — S aitsizligini uygulayalim.

2
(1 Ux+3+10/y+ 4) < (I DK+ y+ 7 olur. Vx+3+,/y+4=a dersekx+ y=2a olup

esitsizligimiz a < 4a+14 sekline déniir. Buradara nin en biiyik dgerini belirleyelim.
a’ - 4a+ 4< 14+ 4olup (a-2)? <18 ssitsizliginden a< 2+ 32 bulunur.

2 2 2

Problem 24: x,y, z> 0 reel sayllar vexyz=1 ise X+ Y .
y+z z+ X Xy

ifadesinin en kucuk

deseri kactir?

Cozum: Problem 12 deki 6zefli kullanirsak
2 2

2 .
T:x+y+222(x+y+z:>¢y+.
y+z z+x ¥y 2(x% ¢ % 2

elde edilir. Aritmetik — geometrik

ortalama gitsizliginden dex+ y+ z> 3§/x_yz: 3 yazabiliriz. BoyleceT zg bulunur. Eitlik

durumux=y= z=1icin sglanir.

Problem 25: x, y, z> 0 reel sayilar ise Y
2y+5z 27+ 5x 2 5)

ifadesi en az kag olur?

C6zum: Problem 12 deki 6zefli uygulayabilmek icin kesirlerin paylari tam karenalidir.

Y sz - X + y
2y+5z 2z+5x 2% 5y 2xy 5xz 2y 5Xxy 2% 5

Buna goreT = biciminde

(x+y+2°
T(xy+ yz+ zj

yazalim. Buradafl = elde edilir. Son olarak iyi bilinen

(x+y+ 2% =23(xyt yz 2)ssitsizligini uygularsakT 2% bulunur. Eitlik durumu

x=y= z iken sglanir.



ifadesinin

Problem 26: x, y, z> 0 reel sayllar ise + y +
2X+3y+4z 2y+ 3z 4x 27 3x 4

minimum deeri kagctir?

Coziuim: Oncelikle x = y = z igin minimum degerin % oldugunu tahmin edebilirizSimdi bu

tahminimizi ispatlayalim. Problem 12 deki 6zgilluygulayabilmek igin kesirlerin paylarini
tam kare yapalim.

T= X N y N z

2x+3y+4z 2y+ 3z 4x 2z 3x 4

2 2 2
X V4
. y

= 5 + %
2X2+3xy+4xz 2+ 3y 4xy 2%+ 3xz 4

(x+y+ 2)°

. (x+y+2? .
208+ Y+ D)+ T(xy+ yZ+ zX -

1
202+ Y2 + )+ T(xyr y& zX 3

yazilir. Artik

esitsizligini ispat etmek yeterlidir.

(x+y+2? 21
20+ Y+ )+ 7(xy+ yz zx 3

o 3x+y+ 2 22(X+ V+ D)+ 7(xy y2 2

o X+ Y+ P2 Xy YA zZ

olup bu son gtsizlik dogrudur. Sonug olarak 2% olur.

S SR S
a®(b+o b(ctad JE(a b

Problem 27: a,b, c> 0 reel sayilar veabc=1 ise —;

oldugunu ispatlayiniz.IMO — 1995)

1 1 1

1 1 1 _ a2 b2 C
+ + = + +
2(b+o b(ctra C(a b ab X be)a (ca)l

N

Cozim: T = seklide yazalim

1 1 1Y
a b (ab+bct+ c3® 1
Problem 12 deki 6zellikten dolaffi > —2 ¢ - == (ab+ bc+ ca
2(@b+bct cg 2(ab+r be ca 2




olur. Simdi aritmetik — geometrik ortalamaitsizligi uygularsakT > 2\3/ a’b?? :g elde

edilir. Esitlik durumu daa=b= c=1 iken sglanur.



