ORTALAMA ESITSIZLIKLERINE GIRIS (L. Gokce

Olimpiyat problemlerinin ¢ozimundsitsizlik teorisi 6nemli bir yer tutar. Bazen bir ksmmum —
minimum deer probleminde, bazen bir geometrifitgzlik kanitinda, bazen de bir denklem ¢6zu-
minde gitsizliklerden faydalanilabilmektedir. Bu yazimizdsitkca kagilagilan ve iyi bilinmesi
gereken gtsizliklerden birisini, Ortalama Eitsizlikleri'ni ele alacgiz.

a, a,,...,8,; ntane pozitif reel sayl olmak tzere

Aritmetik Ortalamaz 2 aZ:"'Jr % | Geometik Ortalama Jaa, &,

+a’+..+3° .
Harmonik Ortalama:% ve Karesel Ortalama \/al % & seklinde tanimla-
n

a a2 ...a

nir.

Ortalama Esitsizlikleri Teoremi: Ortalamalar arasinddl < G < A< K ssitsizligi vardir. Eitlik
durumu ise ancaly, = a, =...= g, oldugunda gecerlidir.

UYARI: Problem ¢ozimlerindél =G = A= K ssitlik durumunun analiz edilmesine 6nem veril-
melidir. Bu ¢cok 6nemli noktaya vurgu yapmak amagbgidaki problemlerin birggunda aitlik
durumunun ne zaman@anaca! da irdelenmtir.

Problem 1: n=3 icin H <G < A< K ortalama gitsizliklerini ispatlayiniz.

Cozum:

(@) Oncelikle A< K ssitsizligini gosterelim.a, b, ¢> 0 sayilarini goz éniine alahm.

a+§+ < a+ §+ ¢ oldugunu ispatlamaliyiz. Busésizligin dogru olduysunu kabul ederek her

iki tarafin karesini alarak gkyalim:

atb+c_ /a2+ B+ ¢
3 a 3




_ (a+b+c)2< g+0+C
9 a 3

= (a+b+0?<3(a+ P+ @)

- a’+b’+c?+2(abt act by<3( &+ b+ ©

= 2a*+ 2b* + 2¢* - 2ab- 2ac- 2be (

- (a®-2ab+ I¥)+ (F-2bect é)+(é-2ae A)=0
< (a-b?+(b-9*+(c- 320

olur. Son gitsizlik daima dgrudur ve gitlik durumu ancaka = b= c oldugunda sglanir. O halde

a+§+ C. &+ §+ ¢ esitsizligi de dgrudur, sg ve sol taraflaringt olmasi ancak ve ancak

a=b= colmasi ile mumkundur.

+b+c

(b) Simdi de G < A, yani ¥/abc< a oldugunu gostereggz. Bunun igin

XC+y+Z7-3xyz=(x% ¥ X % 3 Z »y yz )cebirsel 6zdgiginden faydalanagaz.
Bu 6zdaligin dogrulugunu gérmek icin parantezleri agmak yeterli olaaakt) y, z> 0 oldugunu
varsayalim. Bu halde+ y+ z>0 dir.

X+ VP + 2= Xy- Yz zx:%[( x W+( ¥y )z+( =z )%E'zo dir ve aitlik durumu ancak

> xy elde edilir. Burada

3

da gitlik durumu x = y= z iken sglanir. x=+/a, y:\/_b, =3 ¢ degisken deistirmesi yaparsak
a+§+ > Yadbdc= Jabcs 2 :+ © elde edilir. Bu ifade desilik durumu ¥/a = ¥b=Jc

oldugunda, ya da buna denk olarak= b= c iken s&lanir.

(c) Son olarakH <G, yani %Hs ¥abc oldugunu gosteregéz. (b) deG < A oldugunu is-

T+ 4=

b c

patlamstik. l% sayllari icin aritmetik — geometrik ortalamgtsizIligini uygulayalim:
a

olr



a g C>3 i%—l olur. Bu aitsizligi ters cevirirsek istenensigsizlik gosterilmi olur. Burada
abc
da aitlik durumu L :%) -1 oldugunda, ya da buna denk olarak= b= c iken vardir.
a c

Ortalama gitsizlikleri ile ilgili daha genel teoremler de \r. a herhangi bir reel sayi ve

1
4 *3 n+"'+a“ ja sayisinaa, a,, ..., &,

a,a,,...,a,; ntane pozitif reel sayl olmak tzehd, :(

sayllarinina — inci mertebeden ortalamasi denir. Geometrik analy1 G = {/a.3,...8, = M, sek-
linde sifirinct mertebeden ortalan@arak isimlendirelim. Bu haldesasidaki teorem dgrudur:

Genellsstirilmi s Ortalama Esitsizligi Teoremi: S <a iki reel sayi iseM ; <M, dir. Eitlik du-

rumu ancak ve ancag = a, =...= g, iken vardir.

NOT: Genellgtirilmis ortalama gtsizliginin bir ispati icin P. P. Korowkin'iresitsizlikler isimli
kitabina bakilabilir. Konumuzun bada ifade etiimiz H < G < A< K ortalama gtsizlikleri as-
IndaM_ <M,<M, <M, 6zel halidir.

4

+
X *49 14 ssitsizligini ispat ediniz.

Problem 2: x#0 ise 2
X

4
+
Coziim: A2 G eitsizliginden > X249 = %2 +%?2 2

=14 olur.

49
X2 —

X2 +2

Ve +1

Problem 3:

> 2 esitsizligini ispatlayiniz.

2+ +
Cozim: A=G e;itsizliginden(x—l)l:\/x2+1+ LI 2.\/\/ Al = Z olur.

VX2 +1 VxX+1



Problem 4:x,y, z t, w pozitif sayilar ise5 +l+—f+—t+—wz 5 oldugunu ispat ediniz.
y z w X

Cozim: A=>G a;itsizligindenf+l/+_z+_t + 5 55 _x._y._z._t._ = 5 elde edilir.
y z t w X y ztwx

Problem 5: a>0 isea* +a * =2 oldugunu gosteriniz.

Cozum: A= G ssitsizligindena*+a =2y a“.a”* =2 olur.

X2

Problem 6: —
X +

1 - . .
135 oldugunu gosteriniz.

4

+
Coziim: A2 G eitsizliginden 2 > 1oy +i22 2"/)(2'_)(12 = 2 olur. Esitsizlikteki kesirlerin pay ve
X X

X2

x*+1

paydalari yer d@stirilirse

s% elde edilir.

Problem 7: Ug dik kenari toplami 12 br olan dikdortgenlerzpmasinin hacmi en fazla kag® tiir?

Cozum: Dikdortgen prizmanin ayritlarix y, zile gosterirsekx + y+ z=12 olur. Hacmi hesapla-
mak icin xyz carpimi bize gereklidirA= G esitsizliginden x+ y+ z> 3£/x_y2:> 12> 33 xyz

= Xyz< 64 olur. Dolayisiyla hacim en fazla 64 olabilir. Bseisadecex= y= z=4 oldugunda,
yani prizma bir kiip iken gercekie.

Problem 8:x, y, z pozitif sayilar ise2x’yZ' +E +ﬂ + 4

z X xyZ

toplaminin en kicuk geri nedir?



Cozim: A= G ssitsizliginden

2x° yz“+6 27y 4 \/2)@ y? - 6ﬂ/ 4 & 2 3= 2 olur. Kitlik durumu

z X)? v4 3 Z x K%
oo 4_6_ 27y _ 4
2x°yZ=—="2= f 3 iken vardir. (Logaritma yardimiyla bu denklemliggglayanx, y, z sayi-
Z X X

larini bulmak mumkandur). Dolayisiyla en kuculgee24 tor.
iy n+1\" . . o
Problem 9: n>2 olmak tzeren! <(TJ esitsizligini ispat ediniz.

GCo6zim: n!'=1.2.3...(0— 1)n oldugundan bu ¢arpim igirA> G esitsizligi uygulanirsa
n(n+1)

1+2+3+.+ 0= 1pkn >01.2.3...0- Dn ——2 >in! (nTﬂj > n! olur. Fakat aritmetik —
n

n

geometrik ortalamasésizligi uygulanan 1, 2, ...n sayilari birbirinden farkli oldgundan sitlik

durumu s6z konusu gedir. Yani n! <(n7+1j kesin gitsizligi vardir.

3/(8x+9y+10z)(9x+ 10y+ 8z)(10% 8y 9z)

Problem 10:x, y, z pozitif sayllar ise
X+y+z

<9 oldugunu

gosteriniz.

COzUm: (8x+9y+10z),(9x+ 10y+ 8z),(10¢ 8y 9z sayilarinaA= G sesitsizligini uygularsak
(Bx+9y+10z)+ (9x+ 10y+ 8z} (10 8y 9z 3/ (8 9y 10z)(9x 10y &)(1&x By !
= 27.x+ y+ 2)= 33/ (8x+ 9y+ 10z)(9% 10y 8z)(10x 8y 9:olur. Bu ise gostermek istedi-
gimiz esitsizlige denktir.

Esitlik durumunun gecerli olup olmagini inceleyelim. Ortalamas#sizligini uyguladgimiz tg¢
sayly! gitlersek8x+9y+10z= 9x+ 10y+ 8z 10x 8y 9 olur. Buisex =y= z kosuluna denk-

tir. Yani bu aitlik halinin dogru olmasini sglayanx, y, z pozitif sayilari vardir.

Problem 11: Dik kenarlarinin uzunlukla®, b, c olan dikdértgenler prizmasinin cisimgegeninin
uzunlyu eise J3e=a+ b+ c oldugunu gosteriniz. Eitlik hali ne zaman s#anir?



Cozum: Dikdortgenler prizmasinde® = & + I + & bagintisinin gecerli oldgunu biliyoruz. a, b, ¢

- . atb+c_|&+BF+¢ a+b+c_|€
sayllarn icin A< K ssitsizligini uygularsak: 3 < 3 = 3 < 3 olup bura-

dan+/3e= a+ b+ c elde edilir.v/3e= a+ b+ ¢ ssitlik durumu ise sadeca=b=c oldugunda, yani
kupte gecerli olur.

Problem 12: 0C =90° ve dik kenarlarinin uzunluklaa, b olan aABC li¢cgenindea+b< V2.
oldugunu gosteriniz. Ktlik ne zaman sglanir?

Cozum: Dik Ucgendec® = a*+ b* dir. a,b sayilar icin A< K esitsizligini uygularsak

2
a; bs1/ a ; i = a; bs \/% olupa+bs< J2.c elde edilir.a+b=+/2.c &sitli ginin var olmasi

ancaka=b durumunda mumkundur. YaniABC, ikizkenar dik ti¢ggen olmalidir.

Problem 13:a, b, ¢ pozitif sayilar vea+b+ c=6 ise\/(4a+b) + (4b+ ¢/ + (4c+ af en az kag
olur?

Cozum: (4a+Db), (4b+ c),(4c+ a) sayillarinaA< K ssitsizligini uygularsak
(4a+b)+(4b+ Q)+ (4ct &) _ |(4ar b+ (4 G+ (4e §
3 B 3
_ S@+b+q <\/(4a+ b+ (4b+ F+ (4e F
3 <

3

olur. Buradaa+b+c=6 yaZ|I|rsa\/(4a+ b)? + (4b+ ¢)* + (4c+ @) = 10/ 2 elde edilir.ifadenin

10V3 dezerine git olabilmesi ancak ve ancafa+ b= 4b+ c= 4c+ a durumunda mimkundir. Bu
esitlikten a=b= c=2 olmasi gerekgi gorulebilir.

Problem 14:a, b, c pozitif sayilar vesa+ 3b+ 2c= 2ise \/(8a+ c)*+36b*+ (2a+ 3cf en az kag
olur?



Co6zum: (8a+c),6b, (2a+ 3c) sayilarinaA< K ssitsizligini uygularsak

(8a+c)+6b+ (2a+ 3c)_ | (8ar cf+ 366+ (2a 30)
3 a 3

. 2(5a+ P+ 2c)_ | (8a+ cf+ 368+ (2a+ )
3 a 3

olur. Buradaba+ 3b+ 2c= 2 yaZ|I|rsa\/(8a+ c)’+36L°+ (2a+ k¥ = 4 bulunur.Ifadenini

e NE

degerine git olabilmesi ancalBa+ c=6b= 2a+ 3c olmasiyla mimkundur. Buna goos= 3a,
b :% olmaldir. Bu dgerleri 5a+ 3b+ 2c= 2 denkleminde kuIIanlrsaBa+%+ 6a= 2

4 2
=a=—, b=—,
33 9

c 1i1 elde edilir. Bunlar verilen ifadenin en kiicik osnma sglayan sayilardir.

Problem 15: x,y, z, t, w> 0 ve x+ y+ z+ t+ w=30 ise x* + y* + Z + '+ w =180 oldugunu gos-
teriniz.

COzim: A< K sesitsizligini uygularsak lur.

5
X+ y+ z+ t+ w=30 yazilp gitsizligin her iki tarafinin karesi alinirsg’ + y* + Z + '+ w>180
elde edilir.ifadenin 180’e it olmasi ancak ve ancak= y= z= t= w=6 durumunda mimkuindur.

x+y+z+t+w<\/>€+ y+ Z+ t+ v%o
. <

Problem 16: a, a,,...,8,; n tane pozitif reel say is%+é+...+glj (a+a+.+g)=rf ol

dugunu gosteriniz.

Cozum: a,, a,,...,8, sayllari icinH < A ssitsizligi uygulanirsa T 1 n 1 < ata+.+tg
n
e S e

a & &
olur. Bu aitsizlikte capraz carpim yapilirsa istenen sondegilu. Esitlik durumu ise sadece

a = a, =...= g, oldugunda vardir.

Problem 17: x,y,z t> 0 ve x+ y+ z+ t=3 ise1+£+—1+—:tL2%6 oldugunu gosteriniz.
X y z



+ y+ z+
COzim: H < A ssitsizligi uygulanirsa < X+y+zht
1.1 1.1
i g
Xy z t

olup buradax+ y+ z+ t=3

yazilirsa istenen sonuca gila. Esitlik durumu x=y= z= t:% iken sglanir.

Problem 18:x, y, z pozitif sayilar vex+ y+ z=2 ise 1 + 1 + 1 ifadesinin dgeri en
3x+y 3y+z 3z x

az kactir?
COzum: H < A ssitsizligi uygulanirsa

3 < X+ y)+ By+ 2+ B2+ ¥

1+1+1 3

3x+y 3y+z 3z X

3 4(x+y+ 2)
-1 1 1 7 3
+ +

3x+y 3y+z 3z X

olur. Buradax+ y+ z=2 yazilirsa 1 + 1 + L 2—9 elde edilir.x=y= z:g Icin &sit-
3x+y 3y+z 3z# x 8 3

ligin saglanaca& kolayca gosterilebilir.

Problem 19:x, y, z pozitif sayilar vex® + y*+ 2 =4 ise 4 . 4 , 4 ifadesinin
3x+5y 3y+5z 3z 5x
deseri en az kagtir?
COzum: (3x+5y), (3y+ 52),(3z+ 5x sayllari icinH < A ssitsizligi uygulanirsa
3 < (3x+ 5y)+ (3y+ 5z (3z+ 5x): 8% v 2 (1)

1 N 1 + 1 3 3
3x+5y 3y+5z 3z 5x

elde edilir. kitlik durumu 3x+ 5y = 3y+ 5z= 3z+ 5> oldugunda, ya da buna denk olarak- y= z

iken vardir. A< K ssitsizliginden X+§+ 254/ X+ §+ z olup

X+ y+ z< 2J3 ... (2)




yazilir. Burada dasélik durumu yalnizcax = y = z iken vardir. (1) ve (2) den
4 4 4
+ + >

> 3 elde edilir. Kitlik durumu ancakx =y = zzi icin salanir.
3x+5y 3y+5z 3z# 5x 4

NE

Problem 20: Birbirine dik ayritlarin toplama+b+ c= 6./3 olan dikdortgenler prizmasinda cisim
kosegenie=6 ise tim ylzey alani kacti®=5 ve e=7 iken yilizey alani igin ne soyleyebilirsi-
niz?

Cozum:

(a) e=6 durumunu inceleyelim. Problem 11'dBe> a+ b+ ¢ oldugunu ispatlanmytik. Bu du-
rumda6/32 6/3 olup sitlik durumu sglanmaktadir. Kitlik durumu ancak ve ancak
a=b=c=6 iken salanir. Dolayisiyla bu prizma bir kiip olup tim yuzsgni 6a® = 216 olur.

(b) e=5 durumunu inceleyelimy/3e= a+ b+ ¢ ssitsizligini goz 6niine alirsak/3 = 6 3 celiski-
si ortaya ¢ikmaktadir. O halde=5 olan bir dikdortgenler prizmasi yoktur.

(c) e=7 durumunu inceleyelim/3e= a+ b+ ¢ ssitsizligini goz 6niine alirsaki~/3= 6/ 3 kesin
esitsizligi ortaya ¢ikmaktadir. Bu durumdgb, ¢ sayilarindan en az ikisinin birbirinden farkli ol-
dugunu ve

a’+b*+c?=49
a+b+c=6y3
denklemlerinin sonsuz ¢okluki@, b, c) ¢c6zimu oldgunu sdyleriz. Bununla birlikte

(a+b+0?=a+ P+ ¢+2(ab+ as by 6zdsligi yardimiyla tiim yiizey alani sabit olarak
2(ab+ ac+ bg =108- 49= 5¢dur.

Problem 21:a, b, ¢ pozitif sayilar,a+ b+ c=15 ve \/(3a+ 2b)? + (3b+ 2c¥ + (3c+ 2af = 2§/ ¢
ise

(a)akactir?

(b) \/(3a+ 2bY + (3b+ 2c¥ + (3c+ 2af = 2/ -

(c) \/(3a+ 2bY + (3b+ 2cY + (3c+ 2af = 5(ikena, b, ¢ pozitif sayilari igin ne séyleyebilirsiniz?



Cozum:
(a) (3a+ 2b),(3b+ 2c),(3c+ 2a sayilarinaA< K esitsizligi uygulanirsa
(3a+2b)+ (3p+ 2c)+ (3c+ 2a)_ \/ (3a+ 2b)+ (33 20)+ (38 24)

3 3
_ 5@+b+ c)s\/(3a+ 2by + (3b+ 2¢f + (3¢ 24f
3 3
5.15_ 25/
3 5

olur. Son durumdasélik durumunun sglandgini gériiyoruz. Bu ise ancak ve ancak
3a+ 2b= 3b+ 2c= 3ct 2e olmasiyla mumkundur. Buradan=b= c=5 oldugunu gérmek kolay-
dir.

25/ 2
3

(b) \/(3a+ 2b) + (3p+ 2c¥ + (3c+ 2af = 2% - VGI’I|II’S€T< celiskisi elde edilir. Bu

kosullara uygura, b, c pozitif sayilari yoktur.

(c) \/(3a+ 2bY + (3b+ 2cY + (3c+ 2af = 5( verilirse %Ss%) kesin gitsizligi elde edilir. Bu
haldea, b, c pozitif sayilarindan en az ikisi birbirinden farklmak tzere

(3a+ 2bY + (3b+ 2cf + (3c+ 2af = 250
a+b+c=15

denklem sistemini gdayan sonsuz ¢oklukta b, c pozitif sayisi vardir.

Problem 22: [0C =90° olan ~ABC dik ticgeninde hipotenlstn uzugluc =4 ve
Cevrd ABQ = 42+ 4 ise

(a) Alan( ABQ kag olur?
(b) c=3

(c) c=5 iken Alan( ABQ) igin ne sdyleyebilirsiniz?

Cozum:

(@) c=4 durumunu inceleyelima ABC nin dik kenar uzunlukla@, b olsun.
Cevrd ABQ =4/2+ 4 oldusundana+b=4/2 dir. Problem 12'dea+b< c/2 oldusunu gos-



termistik. Bu halde4/2< 4/2 esitli gi sagglanmaktadir. Kitlik durumu sadeca=b= 2.2 iken
sglanacgindan Alan( ABQ =4 olur.

(b) ¢=3 durumunu inceleyelima+b< /2 esitsizliginden M2<3/2 celigkisi olusur. O halde
c =3 olan bir dik t¢gen yoktur.

(c) ¢=5 durumunu inceleyelima+b< o2 esitsizliginden 42 < 5/2 kesin gitsizligi olusur.
Bu halde

a+b=4J2-1
a’+b’ =25
denklem sistemini elde ederiAlan( ABO :a_zb oldugundanab carpimini hesaplayalim.
(a+h)?=a+ b +2ab= ab- 32- 8\/_;+ £ 4~ 4J2 dir. Bu deser negatif oldgundan veri-

lere uygun bir dik ticgen yoktur.

n
+
Problem 23: n!= (nle denklemini sglayan kag tane negatif olmayartamsayisi vardir?

Cozum: Problem 9'dan= 2 icin ssitli gin sg tarafindaki ifadenin, daima sol taraftaki ifadedbétylik oldu-
gunu gostermtik. N =0,n =1 degerlerinin her ikisi de denklemi gdigindan, iki tanen degeri vardir.

3 1 3 9.
+=+ =— ise

Problem 24:x, y, z pozitif sayilar,3x+ y+2z= 2 ve
5x+2z y 4z 4x 2

(a) zkactir?

(0) o+
5x+2z y 4z+ 4X
3 1 3 . iy . ) L
(c) +—+ =5 ikenx, y, z pozitif sayilari i¢cin ne sdyleyebilirsiniz?

5x+2z y 4z+ 4X

Yol gosterme: 1 yerine3i koyduktan sonrdd < A ssitsizligini uygulayiniz.
y y



Problem 25: a,b, c> 0 ve a+b+c=6 ise £-2. 6;b. 6-c carpiminin en kiiciik geri kactir?
a c

Cozum: A= G ssitsizliginden

6—a=Db+c>2/bc
6-b=a+c>2/ac
6-c=a+b> 2\/53

olup bu gitsizlikleri taraf tarafa carparsafé—a)(6—b)(6- c)= Z abc olur. Kitsizligin her iki ta-

rafini abc ile bélersek aranan en kiigiikigein 8 oldgu anlailir. 6-a 6;b. 6-c carpimi ancak
a=b=c=2 durumunda 8’e gt olabilir.

1 1 1 1. . . -
Problem 26: x,y, z>0 ve + + =— ise x.y.z= 216 oldugunu gosteriniz.

Xx+3 y+3 z+3 3
deUm:i:a, 3 _p, 2 ¢ dersekx=2"3) y:3(1_b), 2=3076)
X+3 y+3 z+3 a b c
3 3 3

a+b+c= + +
Xx+3 y+3 z+3

=1 olur. A= G ssitsizliginden

l-a=b+c= 2.\/FC
l1-b=a+c= 2.\/§:

l-c=a+b> 2.\/§b

olur. Bu aitsizlikleri taraf tarafa ¢carparsak

(1-a)(1-b)(1- )2 Z+/bey ac/ at= 1;"".1;'0. 1_002 8= g%’—;z 8 olup x.y.z> 216 elde

edilir. x.y.z carpiminin 216 yasé olabilmesi ancaka = b= ¢ durumunda, yank = y= z=6 ol-
masiyla mumkundur.

Problem 27: x,y, z t,v, w> O ve 1 + ! + 1 + 1+ 1+ 1 :—]ise

x+8 y+8 z+8 t+8 w8 w8 ¢
§/x.y.ztv.w= 40 oldugunu gosteriniz.




. 8 8 8 8 8 8 . . .
O0zam: =a, =h, =c, =d, =e, = f desisken dgistirmesi ya-
¢ x+8 2 yrs D ze8 Ctes Uiyes O wes | dEiskenOgls y
parsakx:8(1_a), y=8(1k;b), ,W=@ ve a+b+c+ d+ e+ f=1 olur. 6 defaA>G
a

esitsizligi uygulayarak
1-a=b+c+ d+ e+ f>53 bcdei
l1-b=a+c+ d+ et =55 acdel

1- f =a+b+c+ d+ e 53 abcd

elde edilir. Bu gitsizlikleri taraf tarafa carparsak

-al-b 1-

(1-a)(1-b)...(1= f )= 3 abcdef olup 1-a 5 ff > 5 yazllir. Buradang.l...lsvz 5
a

= §xy.ztvwz 4C bulunur.

NOT: Bu problemdekix, y, z ... degiskenlerinin sayisini artirarak ve 8 sabit sayisyarne birk
desiskeni alarak daha genel bir ifade bulmayi deneyiniz.

Problem 28: a,b> 0 ise a° + b* + 64 = 12ab denkleminin tim ¢dzumlerini bulunuz.

3 3
Cozim: A>G a;itsizligindenwsfmz Ja’bh’64 = a’>+b’+64> 12ab olur. Esitlik duru-

munun sglanmasi ancak ve ancak = b’ = 64 ile mimkundur. Buradan denklemin tek ¢ozimu
a=b=4 olarak bulunur.

Problem 29: x* + y* + Z' +1= 4 xy: denklemini sglayan kac(x, y, 2) reel say tglust vardir?
(UMO — 2006)

C6zum: Verilen denklemderxyz> 0 oldugu anlagiliyor. A= G sesitsizliginden

X'+y'+ Z+1=2 4 X. Y. Z2.1= 4] xyj= 4 xyolur. Kitlik durumunun sglanmasi ancak ve ancak

x* = y* = 7 =1 olmasi ile mumkunduirxyz>0 kosuluna uygun olarak tinix, y, z) Ucluleri
1,11, 1,-1-1), (-1,1-1), (-1,-1,2) olup dort tanedir.



Problem 30: x>0 ise x* +1—28 ifadesinin en kiguk deeri kagtir?
X

@: X'+ 12 32+—32+—3 seklinde yazallm.A> G sesitsizliginden
X

X X X X

x“+3—2+12 32, —32 5\/x“ —32_32_32_3% 5/ Z° = 8( bulunur. Eitlik durumu incelenirse

X X X X

Cozum: x* +

x* —3—2 —12—32— 3 olup buradarx =2 bulunur. Yanix* +%3 ifadesinin en kicuk deri

X X X X X
olan 80’e git olmasini sglayan sayix =2 deseridir.

Problem 31:x pozitif bir reel say olmak tizeng’ +4i ifadesi gagidaki dezerlerden hangisini
X

alamaz? MO — 2002)

A)3-1 B) v5-1 C) 1 D) 2J/2-2 E) Hicbiri

Cozum: Ifadenin en kiigik derini hesaplayalimx® 1 X2 sl 1 seklinde yazallm. A= G
4 8x 8
X X 8X

esitsizliginden x° R X +—1+—1>3,/ xz.—1 .—1 -3 bulunur. O halded +—— ifadesi§ den
4x 8x 8x 8x 8 4 4x 4
daha kucuk bir dgeri alamaz.\/§—1<4§1 oldugunu gormek kolaydir. Gercekten

\/5—1<% - \/_3<771 = 16.3 4¢olur. Sonug olarak’ +4i ifadesi~/3-1e ait olamaz.
X

Problem 32: Verilen bir AABC lg¢geninin iginden serbest rnoktasi segiliyorP noktasinin,
~ABC nin kenarlarina olan uzakliklax, y, z olsun. x.y.z carpiminin en biytk olmasi icihnok-

tasi nasil secilmelidir?

C6zUum: X, y, z uzunluklu dgru pargalarl S|raS|yIaABC a, b, ¢ uzunluklu kenarlarina dik olarak

cizilsin. A(ABC) = Solsun. A(BCP) =— A(ACB—— A ABpP=— oldugundan

ax+ by+ cz=2 <dir. A= G ssitsizliginden ax+ by+ ¢z 33/ ( a}( b}( g= xyz< % S olur.



X.y.Z (;arplmlnln%.s3 deserine ulgabilmesi igin gerek ve yetgart ax= by= cz olmasidir. Bu

ise A(BCP)= A ACh= A ABP ssitliklerine denk olur.P noktasinin yeri,aABC nin airlik
merkezine gelecejekilde secilmesi gerekir.

A

B a c

NOT: A(BCP) = A ACh= A ABP ssitli gini sgglayan, &irlik merkezinden bgka bir nokta bu-
lunmadgini gérmek zor dgldir. Bu kismin irdelenmesi okuyucuya birakiktnn.

Problem 33:Hacmi 32br® olan ustii acik dikdortgenler prizmasklindeki bir kutunun diyiizey
alani en az kactir? Bunun i¢in kutunun boyutlarotmealidir?

Cozum: x, y, z boyutlarina sahip kutunun tabaxy alanh dikdortgen olsun. Bu durumda kutunun
hacmi x.y.z=32 ve dg yluzey alaniIS=2 xz+ 2 yz x olur. A= G sesitsizliginden

2xz+2yz+ Xy 33 2 x22 yz x= S=334.(xyzf S=48br? dir. Syiizey alaninin 48 olabilmesi
icin gerek ve yeter kil 2xz=2yz= xyolmasidir. Buna gor&=y=2zolup x=4,y=4,z= 2
elde edilir.

Problem 34:Yaricapl R=54/3 olan kiirenin icine yerlgirilen dikddrtgenler prizmasinin hacmi en
fazla kag olabilir?



C6zum: Dikdortgenler prizmasinin birbirine dik ayritlamnuzunluklarix, y, z ve hacmiV = xyz

olsun. Kiirenin ¢api, prizmanin cisimgegeni oldgundanx®+ y*+ Z2=4R = ¥+ y+ 7=300

2 2
yazilir. G< K ssitsizliginden § xysz% =V

blyuk degeri olan 1000’e ulgabilmesi igin gerek ve yeter kal x = y= z=10 olmasidir.

Wl

<10 olupV <1000 bulunur.V nin en

Problem 35: Cevresi 12 olan bir Gicgenin alani en fazla kabibia

Co6zum: Daha genel olarak tiggenin kenar uzunlukégb, c ve gevresia+ b+ c= 2 p sabit bir sayi

oldugunda problemi ¢cézelim. Bu problem geometride, ‘ingeicin izoperimetri teoremi’ olarak
bilinir.

Ucgenin alanA olmak UzereA:\/ p(p— 3( p- B( p- ¢ ssitli gini gbz 6nlne alalim. Buraga
sabit ve(p-a),(p-b,( p— 9 terimlerinin her biri dgiskendir. O halde d&sken olan
(p—a)(p-b( p- § carpiminin en buytk gerini arayallm.A> G ssitsizliginden

(p-a)+(p-B+(p-9=23(p-a(p W p

=3p-(a+b+ =33 (p-a(p- B( p ¢

p3

= —
27

2(p-a)(p-B(p-9

3

P
27
icin gerek ve yeter kml p—a= p— b= p- cya da buna denk olarak= b= c olmasidir. Bir bg
ka ifadeyle; cevresi sabit olan bir G¢cgeieeskenar ise alani en buyuk olur.

elde edilir.(p-a)( p— b( p- 9 carpiminin alabilegg en blyuk dger olan— ye ulgabilmesi

Problemde verilen ticgenin cevresi 12 @dadana = b= c=4 kenar uzunluklari i¢in alani

423
4

A=

= 4/3 en biiyiik dgerine ulgir.

Problem 36: Alani 1 olan herhangi bir ghiikey dértgenin kgegenlerinin ve kenarlarinin uzunluk-
lari toplaminin en a2(2+ \/_2) oldugunu gosteriniz.fépanyal997)



C6zum: Alani 1 olan dybiikeyABCD dortgeninde AC], [BD] kdsegenleri arasindaki agr olsun.
0<sina < 1dir. [AC/ = &| BO= f dersekAlan( ABCD) :%. e fsina = e f>2 dir. A>G eit-

sizligindene+ f>2,/e f> /2 yazilir. Bitlik durumu e= f ve a =90° iken vardir.

Diger taraftarABCD nin kenar uzunluklarina, b, ¢, d ve yari ¢evresinip :wzﬁd ile goste-

rirsek Alan(ABCD*=(p- 3( p- M p X p p-cos A;C

(p—a)(p—-bB(p- 9( p~ 9d=1 olmalidir. A= G ssitsizliginden
(P-a)+(p-B+(p-9+(p 924Y(p A P H P X P X

esitli gi vardir. Bu durumda

=a+b+c+ d=44(p-9(p- B p Y p Y=4

olur. Burada dagtlik durumu ancak(p-a)=(p-bB=(p- 9 =( p- d oldugunda, ya da
a=Db=c= d=1 iken sglanur.

Buna goree+ f+ a+ b+ c+ d=4+ 22 dir ve aitlik durumunun sglanmasi igin gerek ve yeter
kosul ABCD ddrtgeninin bir kare olmasidir.

Problem 37: Hipotentsiine ait yuksekli6 olan bir dik Gicgenin alani en az kag olabilir?

Coziim: OA=90 olan aABC ticgeninde AH] yuksekliginin uzunlugu 6 olsun|BH| = p,

.. AH|.|B
ICH| =k dersek Oklid baintisindanp.k = 36 olur. A(ABC) =# oldugundan

A(ABC) =3( p+ K dir. O halde alanin en kic¢ik olmasi iga# k toplaminin en kicik olmasini
sglamaliyiz. A= G ssitsizliginden p+ k= 2,/ pk= pt+ k=12 olur. Esitlik durumu sadece
p = k=3 iken gecerlidir. BoyleceA(ABC),... =36 elde edilir.

min

A




Problem 38: Asagidaki sekilde yaricapi 8 ola® merkezli ceyrek cembek ve B noktalarindan

gecmektedirP noktasL/ATS yay! Uzerinde dgsmektedir.OSPRdikddrtgeninin alani en fazla kag
olur?

Coziim: |OS = x| OR= ) dersekx’ + y* =64 olur. ANOSPR = x: ifadesinin en biiyiik olmasini
istiyoruz. A= G esitsizliginden x* + y* > 2,/ X°.y* = 2xy= xyc 32 olur. Alanin en biyiik deri

olan 32'ye eit olabilmesi ancak ve ancak=y= 442 durumunda mumkiindur.

Problem 39: Asagidaki m(B) =90° olanABC iicgenindgBD| =1, |CD| =2 dir. |AB uzunlgu
desisken oldiguna gorem(CAD) =@ acisinin en fazla kag derece olabifgoebulunuz?

C

2] 1

A B

Cozum: x bir degisken olmak tizer¢AB = x, m(ADB) =a , m( ACB = £ olsun. Bu durumda

G=a-p dir.0< 6<7—2T aralginda g(6) = tan@ fonksiyonu artan oldgundan,& agisinin en buyik

olmasi icintand nin en biyilk olmasi gerekli ve yeterlidiana :f tans :% ve



tand = tan@r - S FM oldugu kullanilaraktan(@ - £)= 3 - 22X bulunur.
1+ tana .tang 1+x X X +3
3
2
X+3_ x+§seklinde yazallm.A= G ssitsizliginden x+§ =2, / x.lo’ =2/3 olup X+3 > 2.3
X X X X

elde ederiz. Bugdsizligin pay ve paydasinin yeri gietlrlllrse 2 \/_ olur. Buradan

taan%: @< 30 elde edilir. Eitlik durumu ng oldugunda, yanix:\/§ iken sglanir.
X

Problem 40: a, b, c pozitif reel sayilar is{l+%)(1+ j(1+—j \/_ j esitsizligini
bc

ispatlayiniz. Asya — Pasifik Matematik Olimpiy&atf98)

COzum: Parantezi acarak dayalim:

(1+3)(1+9j(1+3j o4 a,b c b c e
b C a b c a b ¢

a
a a a b b b c C
=|—+—+—|+| —+—+—|+| —+—+—|-1 (her bir parantezé > G uygulayalim)
b c¢c a c a b a b

( a b b J
>3 + + -
Yabc Yabc I ab

a+b+c) atb+c

=2 +
Jabc J J abc

>2 a+b+°j+3—1
Jabc

—1 (ortadaki terimeA> G uygulayalim)

a+b +cC

" Yabc

j elde edilir.



