Kare Kalan Uzerinel( Gokcé

Sayilar teorisinde bazi zor problemlerin ¢cozimikale kalan(quadratic residugkavramini
kullanmak ¢oézimi oldukca kolaytarabilmektedir. Bu kavrami problemlerde uygulayabi
mek icin kare kalanin tanimini ve Legendre semhaitkullanimi ile ilgili bazi 6zellikleri
bilmemiz gerekecek.

Kare Kalan: n>2bir tamsayi sayl olmak uizene = a(modn) denkliginin ¢6ziimii varsa
tamsayisina moa de bir kare kalandir denir. Orgia x* =2(mod 7) denkliginin ¢ozimii

oldugundan 2 sayisi mod 7 de kare kalandir. Fakat 2(mod 4) denkliginin ¢oziimu olma-
digindan 2 sayisi mod 4 te kare kalagilr.

Legendre Semboll: p>2 bir asal say! véa, p) =1 olsun.(ij gosterimine Legendre sem-
Y
bolii denir vex® = a(mod p) denkliginin bir ¢cozimii vars{ij =1, ve x* = a(mod p) denk-
p

liginin bir ¢6zUmu yoks{EJ = -1 olarak tanimlanir.
p

Ornezin x* = 2(mod 7) denkliginin bir ¢6zimi x =3 (mod 7) oldusundan (gj =1 dir. Bu-

nunla beraberx® = 2(mod 4) denkliginin ¢6zimu olmagindan Gj =-1dir.

Legendre Semboliiniin Ozellikleri:a, b tamsayilarinin her bip asal sayisi ile aralarinda
asal ise gagidaki ssitlikler gecerlidir.

1) 1. Loop=&e 1_IS‘ olur.
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Problem 1: y* = X’ + 23 denkleminin tamsayilarda ¢ozimunin olngau gosteriniz.

Cozim: Oncex bir ¢ift sayl iken mod 4 te denklemi inceleyeling® =23= 3(mod 4’ oldu-
gundan cekki elde edilir. Dolayisiylax in tek sayl olmasi durumuna bakabiliriz=4k-1
veya X =4k +1 seklinde olabilir Burade&k OZ dir.

Eser x=4k-1 ise mod 4 tey’> = x> +23=-1+ 23= 2(mod 4 celiskisi elde edilir. Son olarak
X =4k+1 durumuna bakalhm. C6zumin bgamasi biraz teferruathdir.

y>+4=x3+27= (x+ 3)(}¥ - 3x+ 9) yazalim.x=4k+1 iken x* -3x+ 9= 3(mod 4 olur. Bu
asamada ispati kolay bir iddiada bulungza

iddia: a=3(mod4) ise a sayisinin asal ¢arpanlarindan en az bir 4t + 3 formatindadir.
BuradatJZ dir.

ispat: Aksini kabul edelim ve asal carpanlara ayri= p™ Og?--- " seklinde olana sa-
yisinin tim asal carpanlardt+1 formatinda olsun. Bu durumdgp, =1(mod4) olup
a=p" g2 - " =1000M= I(mod 4 bulunur. Bu isea=3(mod4) olmasi ile gelir. O
haldea =3(mod 4) ikena sayisinin asal ¢carpanlarindan en az pixi 4t + 3 formatindadir.

Simdi bu iddiayr kullanarakx® —3x+ 9= 3(mod 4'seklindeki x> —3x+9 sayisinin bir asal
carpanininp = 4t + 3 oldusunu soyleyebiliriz.y* + 4 = (x+ 3)(xX¢ — 3x+ 9) ifadesini modp de

incelerseky® +4 = 0(modp ) olup y? =-4(modp) elde edilir. Bu denkdiin ¢cozimiiniin var-
lhgini argtirmak icin (_—4) Legendre sembolliniin gerini hesaplamaliyiz. Ozellik 3 ten do-
Y

layi (__;j:(__plj Eﬁ—gj dir. n? =4(mod p) seklindeki bir denklgin m=2(mod p) gibi bir



¢6zUmu oldgundan(ﬂj =1 dir. Simdi de (Llj degerini hesaplayalimp = 4t + 3 oldugunu
p Y

hatirlarsak, Ozellik 1 den dola{l_—lj =-1 dir. Boylece (_—4) = (_—lj [ﬁjj =(-)a=-1
P P P Y

olup y? =-4(modp) denkliginin ¢éziimunin olmagh anlgihr. Sonug olaraky?® = x* +23
denkleminin tamsayilarda ¢6zimi yoktur.

Problem 2 (L. Gok¢d: x* =2011y+ 201: denkleminin tamsayilarda ¢ézimiinin olngaai
gOsteriniz.

Cozim: p=2011 asal sayidir. mod 2011 de denklemi incelerséke 2(mod 2011 olur. O

halde bu denkgin c6zimUunin vargini argtirmak icin (%11} deserini hesaplamalyiz.

p=2011= &+ ¢ oldusundan Ozellik 2 ye gdre{%ﬂj:(—l) 8 = (-1 t=—1 dir,

Demek ki x> = 2(mod 2011 denkliginin de ¢ézimii yoktur. Sonug olarak = 2011y+ 201:
denkleminin de ¢ézumu yoktur.



