TRIGONOMETRK FORMULLER ve OZDBLIKLER
CALISMA KA GIDI (L. GOk

Ozellikle bol miktarda formul icergdi icin 6grencilerin ¢gunlugu agisindan birgok lise ma-
tematik konusuna nazaran daha zor olarak kabuhggirekonu olantrigopnometrikonusunu
ele alacgiz. Bu yaziyl evvelatfigonometri konusuna catik ve temel formulleri de biliyo-
ruz ama sorularda uygulayamiyotudiyen &grenciler icin hazirladik. Buna ilave olarak,
olimpiyat sorularinda trigopnometri problemleri ditelarak pek sorulmasa da tercih @ttiz
¢6zUm yoluna gore trigonometrik ¢ozimler oldukc¢dlawush olabilmektedir. Bu yodnulyle
olimpiyata girste temel bilgilerinizi kontrol etmek icin de bu gaha k&idindan faydalanabi-
lirsiniz. Birbiri ile iliskili ya da benzer yontemle c¢6zilebilen problemles pese siralanip

rada tekrar yazmayaga. Bunlari hatirlatma latlarinizda zaten not etgolmalisiniz, kopya
cekmek serbesttir. Kolay gelsin ...

Problem 1: Asagidaki ifadelerin dgerlerini hesaplayiniz:

a) tan 22,5 b) tan67,58 c) tanls d) tan75
Problem 2: Asagidaki carpimlarin dgerlerini hesaplayiniz:
a) sin15 [cos15 b) sin22,5 Ocos22,%

Problem 3: Asagidaki islemlerin sonucunu bulunuz:

a) 1- 2sirf 22,8 b) 2cog 78-: c) cos 18 - sif 15
Problem 4: cosx=% ise gagidaki ifadelerin dgerini bulunuz:

a) Cos X b) cos 4 C) sin 4x

Problem 5: Asagidaki islemlerin sonucunu bulunuz:

a) cos 78 + cos1t b) cos108 + cos1t

Problem 6: cos 36 [cos 7Z carpiminin dgeri kactir?
Problem 7: cos 20 Ocos 400 cos 8 carpiminin dgeri kactir?
Problem 8: cos 36 — sin18 farkinin degeri kagtir?

Problem 9: cos12 [cos 240 cos 48] cos® carpiminin dgeri kagtir?



Problem 10: cosﬂ EbosziTDcosA'ED ceg—T carpiminin dgeri kagtir?
17 17 17 17

Problem 11.: cosl—;Ebos%TDcogé—T carpiminin dgeri kactir?

Problem 12: Asagidaki 6zdsglikleri ispatlayiniz:

a) sin3 = 3sinx— 4sif x b) cosX = 4codx— 3cos
Problem 13: Asagidaki ifadeleri hesaplayiniz:

a) 3sin10 - 4sid 10 b) 3sin80 — 4sii 80

c) 4cos 20 - 3cos X d) 4cos 50 - 3cos5t

Problem 14: a, b birer tamsayi olmak (zersin 20 [in 40sin 8@2% ise a+b en az

kactir?
Problem 15:a bir tamsayi vetan 20 Citan 400 tan 80=+/a isea kagtir?

Problem 16: cos40 + cos80+ co0s128 cost toplaminin sonucu kagtir?

Problem 17: cosz7ﬂ+ cosdg+ cosag toplaminin sonucu kactir?

Problem 18: Sin12 + sin24+ sin36+ sin48 sin 6 isleminin sonucu kagtir?

(3/2)+cosl2+ cosZ4+ cos36 cosx

Problem 19: Dar acgilh ABC i¢genindeA dan BC dogrusuna indirilen dikme aga H,
|AH| =6, |BH| =3, |CH| =2 ise m(BAQ) kag derecedir?

Problem 20: B acisI geni olan ABC GicgenindeA danBC dogrusuna indirilen dikme aya H
olmak tizerd AH|:|BH|:|Bd =3:1:5 orantisi oldguna gérem(BAQ kag derecedir?

Problem 21: x>0 olmak Uzere gagida verilen ifadelerix tiriinden gti nedir?

a) sin( arctarx) b) cos{ arcsirx)

Problem 22: arctan/ 3- arctaér— arcta:l))n kac derecedir?

Problem 23: 2arctan§+ arcta?% kac derecedir?



Problem 24: 4arctan}5— arctagé—g kag derecedir2lbhn Machin

Problem 25: Reel katsaylliP(x) = X + bX + cx ¢ polinomunun koklerix;, x,, X, birer reel
sayidir. P(1) = 2d + 2 ise arctanx, + arctam, + arctax toplami ka¢ derecedir® (Gokce

Problem 26: Bir u¢genin i¢ acilark, y, z ise sin2x+ sin2y+ sinZz= 4sind] sinf] sin ol-
dugunu ispatlayiniz.

Problem 27:Bir Gg¢genin i¢ acilarx, y, zise gagidaki sitlikleri ispatlayiniz:
a) tanx+ tany+ tare= tand] tan/] tac b) cotx[toty+ cotyllcotz+ cotZd]cobte
(cosB)x~ sinB

(cosB) x+ sinB
Asagidaki bileske islemi 6zeliklerinin sglandgini ispatlayiniz:

a) f(g(x)=0(1(¥)  b) foofy =T,y

(cosa) x— sinx
(sina) x+ cosr

Problem 28: f(x)= fonksiyonlari veriliyor.

ve g(x) =



PROBLEMLERN COZUMLERI

1)

2 tanx 2tan 22,58

a) tan & = formulindex=22,5 yazallm.tan4% = ———M—
) 1-tarf x y 1-tarf 22,8

olup

tan22,8=a diyelim. a’+2a-1=0 denklemi elde edilir. Bu denklemin pozitif kokii
a=+/2-1 oldusundantan 22,8 =/ 2- : elde edilir.

1 1
b) tan22,8 =+ 2 oldugundantan67,8 = = =+/ 2+ bulunur.
) v e tan22,8 J2-1 v
_ 2tanlB N e » _ . .
c) tan 30 " 18 esitli ginde tan1%=a diyelim. a +2y/3a- 1= 0 denklemi elde edi-

lir. Bu denklemin pozitif kokia = 2-3 oldugundantan1s = 2-/ Z bulunur.

1

1
= = 2+\/_E olur.
tanls 2-./3

d) tan75 =

2) sin 2x = 2sinxcox 6zdeligini kullanac&z:

(25in1§ DcoslB) _sin30 _ 1
2 4

a) sinl15 [cos15=

2sin 22,8 [cos 22,"3 _sin4® /2

b) sin 22,5 cos 22,5= (
2 2 4

3) cosx = coéx— six= 2cdsx— 4 -1 2<ix 6zdsliklerini kullanacaiz:

a) 1- 2sirf 22,8 = cos45=%

J3

b) 2cog 78- E cos150=- cos36 >

3

c) cog 18 - sif 15= cosf:"():7
4)

a) cos X = 2cosx— ozdaliginde cosx=% yazilirsacos X = 2331—2— E—-— bulunur.

ol



2
b) cos4 = 2cos - 0Ozdaliginde cos&:—g yazilirsacos 4 = 2%— 1:;—1 olur.

bulunur.

562
81

c) cos &+ sif &= 0Ozdsgliginde cos4<=;—i yazilirsasin 4x = +

5) cosa+ cob= 2cC S%OJD C(Esa%bj formalina kullanacgiz.

a) cos78 + coslb= 2 0{5750 +18 J O c%sm _ 15] = 2cos$4b ¢c0530 E—l\/—_;’?EI\/——sz £(
2 2 2 2 2
b) cos108+ cos15= 2 c{%@j 0 c{oslosz;lsj = 2co$ co"sﬂ%:

6) cosaEbos*.):%( cofa- b)+ cdsa+ ) formiilinii kullanarak ¢éziim bulmayi deneyelim.

cosBGDcos??:%( CC(S 72 3)3+ c(os A2 °;B)3=—;( co%86 co§)] olur. cos36

ve cos108 deserlerini iyi bilen tecriibeli okuyucular icin ¢ézimi@eri kalani kolaydir. Fakat
biz bu degerleri bilmeyenler icin bgka bir c6zim yolu arayalim. 72 sayisinin, 36 nirkit
olduguna dikkat edersek @ik bir ¢c6zim yoluna gigebiliriz. Verilen ifadeyi 2sin 36 ile
carpip bolelim:

2sin36 Ocos36dcos?2  sin72 cos72  sini.

cos 36 cos 72= =
2sin 36 2sin 36 4sin 3¢

olur. Bu gamadasin144 = sin 36 oldugu kullanilirsacos 36 Dcos?‘?zi elde edilir.
7) 1ki ¢6zum verelim:
Cozium 1: Akla ilk gelen yol cosaDcosb:%( coba- b+ cdsa+ t)) formiliinden fayda-
. 1 1 (_):,L 9
lanmaktir. Bunu deneyelimcos 20 Dcos40—§( cos 26- cos‘é@ca cos2 g oldugun-
1 1 1 810 .
dan cos 20 Ocos 400 cos8& > cos‘?-E)Z O co§80§ co420 cOs h ¢ dir.

Ayrica cos 20 DcosSDzé( cos 66 cosl‘t)@:%r——; co$ dir. Buna gore

cos 20 Ocos 400 cos 8 %(%——; cos‘B}f—i co§80é sonucuna ukalir.



C6zUum 2: 20, 40, 80 sayilarinin 2 ile carpilarak artandiai olusturduzuna dikkat edersek
verilen ifadeyi2sin 20 carpip bolerek bgayabiliriz.

2sin 20 Ocos 2000 cos40) cos80  sin4D co840 cd:
2sin 20 2sin 20

cos 20 [cos 40 cos 8@

_ sin80 [cos 80 _ sin160
4sin 20 8sin 20

olur. sin160 = sin 20 oldugundancos 20 [cos 400 c058@:% elde edilir.

8) cosa- codh=- 25i6a—;bjD siE»%ij formulind uygulayalim.

cos36 — sinl8= cos36- cos72- 2sin(°18) sift54 2cd$BBs78°
olur. Problem 6 daos 36 Dcos7‘2=% oldusundancos 36 - sin18:% elde edilir.

9) 12, 24, 48, 96 sayilarinin 2 ile carpilarak atiardizi olusturdusuna dikkat edersek verilen
ifadeyi 2sin12Zile carpip bolelim:

2sin12 Ocos1200 cos 241 cos48 cos!
2sinl?2

cos1? cos 241 cos 48 cos9s

=sin 24 [Icos 240 cos 48] cosgg sin48 cosi4s cd’s=96 sini@6s 24°Ccos 96
2sinl?2 4sinl12 8sint2

_ sin192

=——— olur. sin192 = - sin12 oldugundancos12 [cos 241 cos 48] cos‘%—i dir.
16sin12 16

10) Verilen ifadeinSinl—l; ile carpip bolelim.

/4 V4 27T librg 87
. o7 a7 a7 Zsml—7 ECOT?DCOPT?D cosI?D ceslr_
cos— [cos— [Jcos— [ cos- = /
17 17 17 7 2 T
sin—
17
. 21T 277 4T 81 4T 4T 8r 8r & 16
sin— [tos— Ucos— [0 cos— sin—[] ces-[1 ces stAll €es Sih
- 17 17 17 17_ 17 17 17 17 17 1i
2sin”” 4sin’ 8sin. 16sif”
17 17 17 17

olur. sin@= sin’~ oIdugundancosE DcosziTDcoél—TD co%]—T:—1 bulunur.
17 17 17 17 17 17



25in7—T[bo§TDcoz%ﬂD co4%n sinzI—TD cezéTD cgsT
7 7 7 7 7 7 7

11) cos’” Ek:osziTD coé’—T = - = -
! ! ! 2sin— 2sin-
7 7
sin4ﬂEtos4—ﬂ singﬂ
7 7 _ 7 8 _ T 3 m_, 2m_ 47 1
P p olur. sin— =-sin—= oldugundan cos—[cos—[lcos—=—-=
4sin_ 8sin_ ! ! 7 7 7 8
7 7
elde edilir.

12) sin2x = 2sinx0dcox ve cos X = + 2siAx= 2cdsx— oOzdsliklerini kullanalim.

a) sinX = sin(X+ x = sin XJcox+ cosZl sik=  2siKl 609}( -1 ’Zsi)nD <
= Zsinxtﬁl— sirf x)+( + 2sih x)Dsirx: 3six—  4sin elde edilir.
b) cosX = cos(Z+ x ¥ cos&] cas sind sm( 2tos )Dl ces 2sii

:(Zco§x— choy— (21 c69<)D coss 4cos~ 3o bulunur.

13)

a) sin3 = 3sinx— 4siA x 6zdaliginde x =10 icin 3sin10 — 4sid 10= sin30=%

3

b) sin3x = 3sinx— 4sin x 6zdaliginde x =80° i¢in 3sin80 — 4sin 80= sin 240= >

c) cosX = 4coSx— 3cos 6zdaliginde x =20 icin 4cos 20 - 3cos 20= 00566%

NE

d) cosX = 4co$x— 3cos 6zdaliginde x =50 icin 4cos 50 — 3cos50= cos156 >

14) cos X = 2cosx— ve cosX = 4cosx— 3cos 6zdgliklerine sahibiz.

sin 20 [sin 40 0sin 8D= %( cos(46- 20-) cos(40 "Zp]) sin
-1 (cos 20 - cos 6?)) 0 cos?& E( 2cosZ20 co810 cd%
2 4

:%(2(200§ 10 - )u:oslo- co$0°)



NE

:£(4co§ 10 - 3c0350°)=200530 =—
4 4 8

15) sin 2@ [kin400sin 80=§ ve cos 20 Ocos 400 cos8@:% esitliklerini ispatlamgtik.

) sin 20 [kin 400sin 80 (\/5/8)
Buna goéretan 20 Otan 400 tan 80= = =+3 olup va=+3
J cos 20 Ocos 400 cos80 ( 1)8 V3 olup Ja =3

esitli ginden a =3 bulunur.

16) cos40+ cos80+ cos128 cosIt toplaminda coleG=—% oldugunu bildigimiz

icin cos40 + cos80+ cos18 toplamiyla ilgilenelim.

cos40 + cos80= 20{88002—40)} O 0%86_2746] = 2co860 cos20 chve

cos160 =- cos2{ dir. cos40+ cos80+ co0s128 cos169 co§2%— cd’sﬂ@%

seklinde hesaplanir.

17) C6zimunuzde Problem 11 de ispatfmahiz cos’—;[boszérﬂcog’;—T:—g3 esitli gini kullana-

27T+47T T 21
2 4 77 77
caglz. cos7n+ cosgz 2c 37—27 Oc 57—27 = ch;sTD c%: oldugundan

21T livrg e 7 T 37
cos7+ cos7+ 0057: 2ces7—D ce%s+ 2805 -

37 T 3T
=2cos—I[J] cos—+ cos— |-
7 7 7

m, 3n I _m
=ZCOS?iTDZCO A dc s% -

= 4cos7—TDcosziTDco§7—T—1: 4E—!}—1: 1 elde edilir.
7 7 7 8 2
NOT: Karmalk sayilar konusunu iyi bilen okuyuculaosz7n+ cos%n 0056;—T= ——; esitli-

gini gostermek icinz® + 2+ 2+ 2+ Z+ #1=0 denkleminin kokler toplamindan faydala-
narak estetik bir c6ziim yapabilirler.



18) cos O + cos 602% ve sin® = 0 oldugunu kullanirsak bizden bulmamiz istenen ifade

sin® + sin12 + sin22+ sin36+ sin48 sinBC(
cos(O + cos12+ cos?4 cos36 cosS48 coS

seklinde yazilabilir. 0, 12, 24, 36, 48, 60 sayilaritmetik dizi olgturmaktadir. Bu dizinin

ortalamas:O+12+ 24+636+ 48 60 30 oldugundan

sin@® + sin12 + sin22+ sin36+ sin48 sin60 J
=tan 30 = — olarak bulunur.
cos(O + cos12+ cos?4 cos36 cosS48 co560

19) m(BAH)= x, m(CAH)=y olsun. Biz m BAC) x+ y deserini hesaplamaliyiz.

tanng :—;, tanyzé :% dir. tan(x+ y):M formuline gore

1-tanx[tany
1 1
4+ =
tan(x+y)= 2 1;1: olup tan(x+ y)=1dir. Dolayisiylax+ y=45 dir.
1-=
23

3[12
H

20) m(HAC) = x, m(HAB) = y olsun. Bizm BAC )= x- ydezerini bulmaliyiz.

tanx:6—k =2, tany:L =1 tur. tan(x— y)=M formuline gore
3k 3k 3 1+ tanx[tany
, 1
3

tan(x—-y)=

olup tan(x— y)= 1bulunur. Buradamm(BAQ = x- y=45" elde edilir.
1+ 2%



3k

21)

a) arctanx=4 olsun. x>0 verildiginden 0° <@ <90 dir. Biz sing ifadesininx tirinden
esitini bulmaliyiz. arctax=6—= tafl = x dir. Asagidaki ABCdik ticgenini ¢izelim.

C
VX2 +1
X
6
BC) =% +1 oldugundansing =A% =X cige edilr
IBC| Jx?+1

b) arcsinx=6 olsun. Bu durumdacos@ ifadesinin x turinden gtini bulmalyiz.
arcsinx =6 = sird = x olur. Asagidaki ABC dik t¢genini gizelim.

C

1 o2
|AB|=+1- ¥ oldugundancosg =ﬂ S k. S Vv 1= x* bulunur.

BC 1



22) arctany/ 3- arctaé— arctaén ifadesini hesaplarkearctan\/_ 3= 60 oldugunu bildigimiz

icin biz arctan%+ arcta% toplamini inceleyelimarctan%:a, arctan%:ﬁ derseka + 3

+
tana + tans formualina kul-

toplamini bulmallylz.tana:%, tanﬁ:% olur. tan@ + £)=

1-tana tans
1 1
4+ =
lanirsak tan@ + )= 2 3 olup tan(@ + B)= 1 dir. Dolayisiylaa + =45 dir. Bdylece
13
1-=
2 3

60° — (@ + ()= 60 - 45 = 158 olarak bulunur.

23) arctang:a ve arctaniz[a’ olsun. 2r+ £ deserini bulalim. tanmzm for-
3 12 1-tarfa
muline g(‘jretan’zlcr=&/3)2 olup tanm':l—2 dir. tan(2x + ()= tan 2 + tanys for-
1—(2/3) 5 1-tan 2r CtanB
12,5
maltna uygulayallmian(m+ﬂ)=ﬂ ve tan(2r + S F o olup 2a + 3 =90C dir.
12_5
1-=20°
5 12
24) arctan1 =aqa, arctani = olsun. 4 - £ deserini bulalim. tan 2r __2tana forma-
5 239 1-tarfa
l[inden tan’zlcr=M olup tan’zlcr:i dir. tan4a=M ve tan4a:1—20 dir.
1-(1/5% 12 1-(5/12y 119
tan(d - B )= tan4z - tang formalinden tan(4 - )= (120/119)- (1/239)

1+ tan 4 Otar 1+(120/119)1(2/239
tan(4x — )= 1elde edilir. Buradarla — 8 = 45 bulunur.

25) P(X)=xX+bX+cx ¢ polinomu icin P@Q)=1+b+c+d=2d+ 2 oldugundan
c-1=d- b esitli gi elde edilir. x, =tang, (k= 1, 2, 3) olsun. Bu haldg + &, + 8, toplamini
bulmaliyiz.

+ X+ Xg— X X[
= 1-XE><1DZ< +X3><2 DX<13+X2>%§>3)
2

formuliinden faydalanalimx® + bx* + cx+ d=0 denklemi icin Vieta formiillerini yazarsak
X+t x=-h Mo+ xlxt xIx= ¢ X141 x-

olur. Buna g('jretan(61+t92+63)=% dir. c-1=d-Db olup tan@ +6,+6;)=-1 elde

edilir. Dolayisiylag, + 6, + 6, =135+ 180 [ dir (nOZ).



26) x+ y+ z=18C oldugundan 2x+ 2y+ 2z= 360 dir. Dolayisiylasin 2z = - sin(2x+ 2y
dir.

sin2x+ sin2y+ sinZz= sinX+ sin® sin(& ¢
=sin2x+ sin2y— sinXcosg— cosZ] siny

= sin 2x(1-cos2y) + sin 3/( Fcos X)

=sin 2x(1+ 2SI y - :I) + sin 2y( H 2SI’ x— :I)

= 4sinx[tosxOsiA y+ 4siryd cogd sinx
=4sinxBinyd(sinydcox+ sind coy
=4sinxinyOsink+ y '

=4sinx[sinysinz



