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Konuya 1993'te Ulusal Matematik Olimpiyati’nda ciknbir problemle gig yapalim.

Problem 1 (1993 UMO) Verilen alti dgisik rengi kullanarak bir kiipin her yizuni farkl genboyuyo-
ruz. Kapun istenildii kadar ve istenen istikametlerde dondurilmesiytedagerinden elde edilen iki bo-
yamay! ayni kabul edersek, bu boyagtemi kag¢ dgisik bicimde yapilabilir?

Cozum: RenklerimizA, B, C, D, E, F olsun. Butin boyama turlerindedaima tabanda olmak zorunda-
dir! Oyle deilse de, kiipii dondiriip pekaRyi tabana getirebiliriz. Bundan sonra yapaoaz tim -
lemlerde tabandg renginin oldgunu dunecgiz. Simdi F renkli yizeye paralel olan yuzeyi boyayalim.
5 renkten birini sece@amiz icin bu ki 5 farkh yolla yapabiliriz. Birbirine paralel ofabu boyanny kare-
lerin merkezinden gecen glayu | ile gostereliml dogrusu bu kip icin bir dénme eksenidir. Yani kipin
| etrafinda dondurilmeleri 6zgdeurumlardir. Elimizde boyanmag yan yiizey ve 4 renk kalgti. Bu
yuzeyleri dairesel permutasyonla 3! yolla boyayahil Carpma prensibiylep[B!= 30 farkli boyama
yapabilecgimizi anlariz.

Benzer bir problem dgyleydi:

Problem 2 (2008 UMO): Yedi renk kullanilarak her yiizeyi farkenge boyanngikag kip olgturulabi-
lir?

Co6zum: Once kullanilacak renkleri belirleyelim. 7 renktértanesini 7 yolla seceri8imdi bu 6 renkle
kupu boyayalim. Onceki problemde 30 yolla boyayatsiimizi hesaplamgtik. Carpma prensinden dola-
yI, 70B0= 21( farkli boyama yapilabile@egoralir.

Simdi problemi zorlatiralim ve yizeylerin farkh renklere olmgartini kaldiralim:

Problem 3: Alti farkli renge sahibiz. Bir kiiptn her ytuzinua kenklerle boyuyoruz. Bazi yilizeyler ayni
renkte olabilir. Kipun istenil@i kadar ve istenen yonlerde dondurtulmesiyle bigednden elde edilen
iki boyama ayni kabul edilirse, bu boyangemi kag dgisik bicimde yapilabilir?

Cozum: 1 renk kullanilarak 1 yolla boyama yapabiliriz. Kullanilan rengi d&6,1)= 6 yolla secebile-
cezimizden 6[1= 6 farkh boyama vardir.

2 renk kullanalim. Bu renklerA ve B olsun. 1 ylzew, kalan 5 yizey dir. Ya da bunun simetrisi olarak
1 ylzeyB, 5 yuzeyA dir. 2A, 4 B durumundaA lar ya bitkik, ya da birbirine paralel ol@undan 2 bo-
yama vardir. A, B yer deistirmesiyle ile 2[2= 4 olur. 3A, 3B durumunda: ya\ lardan ikisi paraleldir,
ya da UcA nin ortak bir k&esi vardir. 2 durum olurr. Toplam2+ 4+ 2= 8 boyama var. 6 renkten ikisi
C(6,2)= 1t yolla secilebildginden,15[8= 12C boyama vardir.

3 renk kullanalim. Bu renklerA, B ve C olsun. 1A, 1B, 4 C durumundaA ile B ya paraleldir ya da biti-
siktir. 2 durum olygtu. Simetriden dolay 3 ile ¢carpar&a2= 6 olur. 1A, 2 B, 3 C durumundaC renkli
yuzeylerden ikisi paralel ise, G¢cun€inin paraleline ya\, ya daB gelir, 2 durum varC renkli G¢ yuze-



yin ortak bir ke noktasi varsa icin her yer aynidir, 1 yolla boyanir. Kalan ikizey de zorunlu olarak
B renkleriyle boyanir2+1= 3 boyama olgtu. Simetriden dolayB!=6 ile ¢carpmaliyiz.3[(6= 18 boya-
ma olgur. 2A, 2B, 2 C durumundaA renkli ylzeyler paralel isé& renkli ylzeyler ya bitiktir, ya da
paraleldir, yani 2 durum vaA renkli ytzeyler bigik ise B renkli ylzeyler ya bigiktir (3 durum var) ya
da paraleldir (1 durum), 4 durum var. Toplag+4=6 durum var. Bu U¢ alt durumun toplami
6+18+ 6= 3C dur. 6 renkten 3 tanesii@(6,3)= 20 yolla secebileggmiz icin, U¢ renkli tim boyamalar

30CR0= 60C tanedir.

4 renk kullanalim. 1 A, 1B, 1 C, 3D durumundaD lerden ikisi paralel ise, G¢indi nin paralelini 3
yolla, kalan yerleri tek yolla boyari lerin ortak bir k@esi varsaA i¢in her yer aynidirA yi yerlestir-
dikten sonraB i¢in 2 yer vardir.3+ 2= 5 boyama olur. Simetriden dolayi 4 ile ¢carpa®z#i= 20 farkl
boyama olur. 1A, 1B, 2 C, 2D durumundaD ler paralel iseC ler paralel (2 durum) veya hitk (1 du-
rum) olabildginden 2+1= 3 durum vardirD ler bitisik ise, C lerin paralel olmasi 2 yolla& lerin bitisik
olmasi 3 yolla olur. (Rahat asl&bilirlik icin, okuyucunun bu kismi biraz daha@emesinde fayda var).
Toplam 3+ 2+ 3= 8 boyama oldu. 4 renkten gdr kez kullanilacak olanlai€(4,2)= 6 yolla belirleriz.

8[6= 48 olup toplam20+ 48= 6¢ boyama elde edilir. 6 renkten 4 taned(i6,4)= 1t yolla secebilece-
gimiz icgin, dort renkli tim boyamala8[15= 102( tanedir.

5 renk kullanalim. 1 A, 1B, 1C, 1D, 2 E durumu vardirE ler paralel ise kalan renkler, (halkaya farkh
boncuklari dizme problemlerinde olglu gibi) 3/ 2= 3 yolla boyanir.E ler bitisik ise, E lerden birini
tabana getirelim. Buna paralel olan ylzeyi 4 yblgayabiliriz. Yandaki 4 yerden biri ile boyayalim.
Kalan 3 yiizey3!/ 2 = 3 yolla boyanir. Carpma il&[3= 12 olur. Toplarsak3+12= 15 boyama oluriki
kez kullanilan rengi 5 yolla belirleyebiliriz. Caysak1505= 7t tir. Simdi de 6 renkten kullanilacak 5
tanesini 6 yolla secelim/5[6= 45(C boyama vardir.

6 renk kullanalim. Her bir ylzey farkh renkte boyanmalidir. Probléfde bu sorunun cevabini 30 ola-
rak bulmutuk.

Nihayet problemi tamamlayabiliriz. Tum alt durumléoplarsak6+120+ 600+ 1028 458 36 22.
tane farkl boyama elde edilir.

Simdi problemi tekrar kolaykdiralim!

Problem 4: Bes farkli renge sahibiz. Bir kipln her yuzinu bu derle boyuyoruz. Bazi yizeyler ayni
renkte olabilir. Kipun istenildi kadar ve istenen yonlerde dondurtlmesiyle bigednden elde edilen
iki boyama ayni kabul edilirse, bu boyangiemi kac dgisik bicimde yapilabilir?

CoOzum: Problem 3'teki katsayilar kullanaga. Elbette Problem 3'teki son durumu gluran 6 rengi
kullanma kismini burada hesaba katmagaca
1[C(5,1)+ 8C (5,2 30C (5,3 68C (5,49 T& (5,5) +5 80 360403 75= 80C bulunur.



Artik problemi en genel halde ¢6zebiliriz.

Problem 5: n farkli renge sahibiz. Bir kiptin her ylzund bu derle boyuyoruz. Bazi ylzeyler ayni
renkte olabilir. Kipun istenil@i kadar ve istenen yonlerde dondurtlmesiyle bigednden elde edilen
iki boyama ayni kabul edilirse, bu boyangiemi kac¢ dgisik bicimde yapilabilir?

Cozum: Problem 3’te elde egiimiz 1, 8, 30, 68, 75, 30 katsayilarini kullanataksoruya rahatlikla ce-
vap verebiliriz!

1[C(n,1)+ 8C(n,2¢+ 30C (n,3» 68C (n,4 785C 60,5 30CAQ, ... (1)
farkli boyama yapilabilir.

Uyari 1. Burada C(n,6) ifadesini altinci dereceden bir polinom olaraksidimek faydalidir. Ya da

n(n-1)(n-2)
6

C(n3)= ifadesine tglncu dereceden bir polinom olaraklbedtidir. Ayrica bu ifadeler

n>6 icin bildigimiz kombinasyondur. Ancak< n< 6 icin C(n,6)= 0 dir. Orn&in n=4 igin hesapla-
ma yaparken bu formuld€(4,6)= 0 ve C(4,5)= 0 olarak yazmalisiniz. Buna gore (1)gb#isi bir
polinom olarak diizenlenirse

n°®+3n*+12n*+ 8r?
. (2)
24

seklinde yazilabilir.

Problem 6: Klpiin yizeyleri 1’den 6’ya kadar numaralandirikabo@ zar yapilmg olsun. Bg farkli renge
sahibiz. Bu zarin her ylzuna bu renklerle boyuyoBaz1 yizeyler ayni renkte olabilir. Zarin istelngi
kadar ve istenen yonlerde dondurilmesiyle bigednden elde edilen iki boyama ayni kabul edilitse,
boyama glemi ka¢ dgisik bicimde yapilabilir?

COzum: Artik numaralanny kiipan (zarin) yizeyleri ayirt edilebilir olgu icin problem ¢ok basittir. 1
numaral yizeyi 5 renkten istginiz herhangi biriyle boyayabiliriz. 2 numarali gz icin de 5 farkli

renk secimi yapabiliriz. B¥er yuzeyler icin de ... Carpma prensibiy elde ederiz.

Uyari 2: Bu problemde ‘dondirmeler sonucu birgéiinden elde edilen durumlarin ayni gidau’ soy-
lememize de gerek yoktu aslinda. Zaten numarakapiazeeyler icin 6zdgik s6z konusu olamaz.



