OLIMPIYATLARA HAZIRLIK ICIN
DOGRUSAL INDIRGEMEL DiZzi PROBLEMLER
ve COZUMLER (L. Gokce

Matematikte sayi dizileri teorisinin ilging bir akolu olan indirgemeli diziler konusu
olimpiyat problemlerinde de kamiza ¢ikmaktadir. Aritmetik — geometrik diziler wesshur
Fibonacci dizisi, aslinda 6zel birer indirgemelzidir. Bu yazimizda indirgemeli dizilerin
temel ozelliklerini inceledikten sonra genel termlma problemlerinde nasil uygulagd
gorecgiz. Daha sonra indirgemeli dizilerin bir takim komdtorik problemlerinin
¢6zimuinde kullaniimasiyla ilgili genve doyurucu bir cagmayla yazimizi sonlandiraga.
Hayirh calsmalar dileriz...

Tanim:
Bir (u,) dizisinde herhangi bin dogal sayisindan itibaren bitin terimler icin
AUt Allica + Al o+ Ay =C o (1)

seklinde dgrusal bir bginti s&laniyorsa (u,) dizisinek — inci mertebeden bir dousal
indirgemeli dizidenir. (1) b&intisina dandirgeme denklendenir.

Ornesin, x =2,%=-1ve n=1 igin x,, =5%,,—4x, indirgeme denklemiyle verilen dizi,
2. mertebeden bir indirgemeli dizidiindirgeme denklemini kullanarak dizinin tim
terimlerini elde edebilirizx; ve x, terimlerini bulmak istersek

N=1icin X =5%,—-4% = X%=5.C1 4.2=- 1
N=2ig¢in X, =5%,—-4%,= %, =5.613f 4. 1F- 6

olarak hesaplanir.

Kim indirgemeli dizidir, kim de gildir?
r ortak ¢arpanina sahig,,, = r.x, geometrik dizisi 1. merteben gluisal indirgemeli dizidir.

d ortak farkina sahip,,, = d+ g, aritmetik dizisi (1) biciminde dgldir. Ancak verilen bu
bagintidan yerine n+1 kullanarak



., =d+3g, }
Bip = A+ 8y

esitliklerini elde ederiz. Taraf tarafa cikarirsad sabit sayisini yok edebiliriz ve
a,,, = 2a,,,— g, indirgeme bantisini elde ederiz. Buna gore aritmetik dizine aklinda 2.

mertebeden bir divusal indirgemeli dizi oldgunu anlariz.

a2 =(ay1) (@) bauntisiyla verilen dizi ise dgusal indirgemeli dizi dgidir.

Indirgemeli dizilerle ilgili onemli bir problem digin genel terimini bulmaktir. Ornekler
tzerinde aciklayagamiz icin burada kullanilan yonteme dikkat edilrdeli

Problem 1: x, =2 ve n=1i¢in x,, =3.x, ile verilen dizinin genel terimini bulunuz.

Cozum: (xn) bir geometrik dizi oldgundan x, = Ar" bi¢iminde bir ¢ézim arayalim.
X,y = Ar™* olur. Bunlari x.,, =3.x, ssitli ginde kullanirsakAr™* =3.Ar" olup r =3 elde
edilir. Demek ki x, = A3" seklindedir. Simdi de A sabitini bulalim. x, =2 verildiginden

2=A.3 olup Az% tir. Buradanx, :2.3” = 2.3 genel terimi bulunur.

Buradax, =2 degerinebaglangi¢ kgulu denir.

Problem 2: x, =2,%x,=-1 balangi¢c kaullari ve n=1 igin X, =5x,,—4X, indirgeme
denklemiyle verilen dizinin genel terimini bulunuz.

COzim: Denklem 2. mertebedendir.r,,r, ve AB sabit saylar olmak Uzere
x,=A(r)" +B(r)" biciminde bir ¢bziim arayalim.x,,, = A(r)" +B(r,)"™" ve
Xp2 = A(1)"" +B.(r,)"" olur. Bu aitlikleri x,,, =5x,,,-4%, indirgeme denkleminde
kullanirsak

A(r)™ +B(r,)"" =5( A(r) " +B(r)"") - 4 A(r)"+B (r,) )

= A(n)"[1? =5+ 4]+B (r,)"[r7 -5 ,+ 4= C



olur. Hern dogal sayisi icin bu @tli gin sgglanmasi icin r,r, sabitlerini r—5r+4=0
denkleminin kokleri olacaksekilde secelim. Bu denklem&arakteristik denklemdenir.
nL=4,r,=1 olarak ¢ozilir. O haldex, = A4"+ B.I" bicimindedir. A,B sabit sayilarini

belirlemek icinx, =2, %, = -1 balangi¢ kaullarini kullanirsak
n=1icin 4A+B=2 ven=2 igin 16A+ B=-1dir.

4A+B=2
16A+B=-1

Denklem sisteminin (;('szmUndeA:_Zl ve B=3 bulunur. Boylece dizinin genel terimi

X, :_71.4“ +3.7 = 3- 4 olarak bulunur.

Bu ¢oziimde r®>-5 +4=0 karakteristik denklemiyle x,,, —5x.,,+4x, =0 indirgeme

bagintisinin katsayilarininsg olduguna dikkat edilmelidir. Bu c¢6zumdeki akil ydritme
kullanilarak elde edilebilen bir tanim ve teorerarelim:

Tanim: AUt AUt AUt A.y=C indirgeme bantisina sahip u,
dizisinin karakteristik denklemi

A"+ A M A+ 4+ A =0...(2)

dir.

Teorem: Ay.r®+A.r?+A,r+ A, = 0 karakteristik denkleminin kokleri,r,,r , olsun.
1) 11,1 5 Ug farkli reel sayi isey, = A(1)" + B.(1,)" + C.(1,)" seklindedir.
2) r, =1, =14 caksik kokler iseu, = A(r)" +Bn(r,)"+ Crf.( )" seklindedir.

3) r,=a+bi,r;=a-bi seklinde karmaik sayilar iseu, = A(1)" + B.(a+ ib)" + C.(a- ib"
dir. |r,|=|ry|=va®+b* ve arg(,)=6 olmak uzere trigonometrik bigimde
u, = A(r)"+BJr|" .(cosnd +i.simd ¥ C|r" .(cosd-i .sird olarak da yazilabilir.



Simdi bu teoremi problemler Gzerinde uygulayalim:

Problem 3: Bir (a,) dizisi 8 =1,a,=5 ve hern=2 icin a,,-2a,+3,_,=7 seklinde
tanimlanmaktadir. Buna goig, kagtir? (UMO — 2008)

Cozuim: a,,, —2a,+ g, , = 7 denkleminden yerine n+1 koyarak a,,, —2a,,,+ &, =7 elde
edilir. Bu iki denklemden a,,,-3a,,+38,—4a,,=0 olup Kkarakteristik denklem
r®-32+3 -1= 0 seklindedir. Buradan(r -1)*=0 olup L =r,=ry;=1 dir. Dolayisiyla
dizinin genel terimia, = A1"+ B.n1"+ C.f.T'= A+ B Ch seklindedir.

Simdi a,,, —2a,+a,_,=7 denkleminden=3 icin a;-2.a,+a=7= a— 2.5+ 1= 7 olup
a, =16 bulunur. A, B, C sayilarini belirlemek icina, = A+ Bn+ Cri ifadesinde sirasiyla
n=1,2,3 deserlerini verirsek

A+B+C=1
A+2B+4C=5
A+3B+9C=16

denklem sistemine waiz. Bu denklemlerin gdzUmUnderA:4,B:_Tl3,C:—; olup

2—
a, :4—E’n+_7n2 :M
2 2 2

7.17 —;.3.17* 8 1310 905 bulunur.

genel terimi bulunur. Buradara;; nin hesaplanmasi

kolaydir. &, =

Problem 4: Baslangi¢c kaeullann a =-1,a,=0,a,=3 ve a,,—-44a,,+58,-2a_,=0

nedir?

Cozim: a,,,~44a,,+53 -2a,_,=0 bantst icin  karakteristk  denklem
r®-4r?+5 - 2= 0 dir. Carpanlarina ayirirsalr —1)>.( — 2)= 0 olup denklemin kokleri
rR,=r,=1r;=2 bulunur. Bu halde dizinin genel terima, = A+ Bn+ C2" seklindedir.
n=1,2,3 deserlerini verirsek



A+B+2C=-1
A+2B+4C=0
A+3B+8C=3

olur. Bu denklemlerin ¢cozimindeA=-2,B=-1,C= 1 elde edilir. Buna gore dizinin genel
terimi  a,=-2-n+2" dir. n=111 i¢in a,,=2"'-2-111= 2~ 11! olur.
-113= 8(mod11 dir. Ayrica Fermat teoremine gore®=1(mod11 dir. Buna gore
2= (210)11 2'(mod11E 2(mod1: olur.

Sonug olarak a;,,=2""-113= 2+ §(mod11F 10(modl dir. a;,, teriminin 11 ile
bolimunden kalan 10 olur.

Problem 5: a =5,a,=3 olmak uzere(a,) dizisi a,,—-2a,,+2438, —3= 0 indirgeme
denklemiyle veriliyor.n>1 tamsayilari igina,, terimlerinin 32 ile béluminden kalanlarin
kiimesi nedir?

COzum: a,,—2a,+28-3=0 denkleminde n yerine n+1 koyarak
a,.3—2.48,,+24a,,— 3= C yazalim. Bu iki denklem taraf tarafa ¢ikarilaraB sabit terimi
yok edilip a,,;—-3.a,,,+4.4a,,- 23 = 0 bagintisi elde edilir. Bu banti i¢cin karakteristik
denklemi yazarsakr®-3r?+4 -2=0 olup (r-1(f?-2 +2)= 0 seklinde carpanlarina
ayrilir. Karakteristik denklemin koklen, =1,r, =1+i y ;=14 dir. Dolayisiyla dizinin genel
terimi a, = A+ B(1+i)" + C.(1-i)" seklindedir. Simdi A, B, C katsayilarini belirleyeggz.
Bunun icin a; terimini bilmemiz gerekecek.a, ,-2.4a,,+248 —3=0 indirgeme
denkleminden=1 icin a;-2.(3)+ 2.(5)- 3= 0= a; =~ dir. a, = A+ B+ i)"+C.(1- i)’
bagintisindan =1, 2, 3 degerlerini verirsek

A+ B(L+i)+C(-i)=5
A+2iB-2iC =3
A+2(-1+i)B-2(1+i C =-

olup bu denklem sisteminin ¢6zimundé&n=3,B= C=1 bulunur. Dolayisiyla dizinin genel
terimi a, =3+ 1+i)"+ (1-i)" dir. Kutupsal bigcimde 1+i :\/5.(00545+i .sin45  ve
1-i :\/E.(COS(‘ 48 ¥i .sinf 45 ° oldugundan De Moivre formulinden
@L+i)" =272 (cosh .45 ¥i .sim .45 ve (L-i)"=2"2(costn .45 ¥i .sinfn .45 dir.
Boylecea, = 3+ 2™?'2 cosf .48 bigiminde de yazilabilir.



n=4icin a, =3+ 2°.cos(4.45 ¥ 3 8- olupa, =27(mod32 olur.
n>2 icin a,, =3+ 2" cos(4 .45 ¥ 3 3X, (kOZ) bigiminde olupa,, = 3(mod 32) dir.

Sonug olaraka,,, terimlerinin 32 ile kalanlarinin kiimeg3, 27} dir.

Problem 6: n=12345678¢ olmak Uzere %[(3+2x/_2)n+(3— 3/_2)1 sayisinin birler

basamaini bulunuz.

C6zUm: Bu zor problemi indirgemeli dizileri kullanarak lleyca ¢ozebiliriz.

X, :%[(3+ 2/2) +(3- z/_ﬂ dizisinin ilk iki terimini bulalim.
n=1 igin Xﬁ%[(?ﬁ 2\/_2)+(3— Z/_Z)J: ‘ve

n=2 icin XZZ%[(3+2\/—2)2+(3— 3@1:1} dir. x,=7(mod10) olur. Simdi x,

dizisinin rekirans (yineleme) pmtisini bulalim. Bunun iginr1:3+2\/_2,r2:3—2/_2

sayilarini kok kabul eden 2. dereceden denklemarsakr?® —6r +1= 0 olur. O halde dizinin
yineleme baintisi x,, —6x.,,+ %, = 0 seklindedir. Bunu kullanarakx;, X,, %,... gibi bazi
terimleri mod 10 da hesaplayalim.

X3 =6X, — % =6.7- 3(mod10 X%= 9(modi(
X, = 6%~ % =6.9- 7(mod10}= x,= 7(mod1(
X = 6%, — % = 6.7- 9(Mod10)}> % = 3(mod1(
X = 6% — % =6.3- 7(Mmod 10> %= 1(mod1(
X; = 6% — % =6.1- 3(mod10)}> x = 3(mod 1
X3 =6X% — % =6.3- 1(mod10)}> %= 7(modi(

olur. Buradan gorildgii tzerex, dizinin terimlerinin 10 ile bolumanden kalanlarryedik
bir dizi olusturmakladir ve bu periyot 6 dir. Dolayisiyli2345678% 3(mod¢ olup
Xi23456780= X 2= 9(M0d10) bulunur.  Sonug olarak n=12345678¢ sayisi igin

%[(3+ 2\/_2)n +(3— 2\/_?”} sayisinin birler basargani 9 dur.
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Problem 7: [ > —j sayisinin tamsayi olgunu ve 3 e bdltnebildini

ispatlayiniz.

n n
COzim: Genel terimia, :[3+2\/§] +(3_2\/_5J olan diziyi gbz oniine alalin, :3+—2\/§

ver, :3—\/‘?3 dersek koklerir,,r, olan 2. dereceden denklend —3r +1= 0 olur. O halde

(a,) dizisinin indirgeme bantsi a,,,-3a,,+a =0 olup a,,=3a,,—a, yazlr.

n n
&, :(3+2\/3J +[ 3—2\/_5] ifadesinin =1, 2 deserleri icin hesaplayalim.
n=1 igin a1:3+*/§+ 3‘\/_5:3
2 2
3+4/5 ? 3-5 2
n=2icin 3-2:[ > J +[ > J =7

olur. & ve a, terimleri birer tamsay! oldiundan a; =3a, — & terimi de bir tamsayidir.

Dolayisiylaa,,, = 3a,,, — g, ssitligine gérea,, a,... terimlerinin tamami tamsay! olacaktir.

Simdi a,,, =3a,,;,— 8, ssitligine tekrar donersela,,, ifadesi 3 Un tam kati olgundan
a,., hin 3 un kati olmasi ancak ve ancak nin 3 tn kati olmasi ile mimkindis, =3, 3
in kati oldgundan a;, a;,...,8,.,,.- terimlerinin tamami 3 Gn katidir. Dolayisiyla

2011 2011
%011:(3+_2\/§J +[3_—f3] sayisi da 3 Un katidir.

Ayrica a, =7 terimi 3 Un kati olmadgindan a,, a,...,&,, ,.. terimlerinin hicbiri 3 Un kati
olamaz.

.. 1
Problem 8: Genel terimia, =——=
RPN

tamsay! oldgunu ispatlayiniz. Ayrica her pozitif tamsayisi igina,, terimlerinin 3 ile tam

[(2+\/§)n—(2—\/§)n} olan dizinin tim terimlerinin

bollinebildgini gosteriniz.



C6zUum: Okuyucuya birakilngtir.

Problem 9: f,=1,f,=1ven=1icin f ,,="f_, +f, indirgeme denklemiyle verilen diziye

Fibonacci dizisidenir. Bu Unlu dizinin ilk birka¢ terimi 1, 1, &, 5, 8, 13, 21, 34...
seklindedir. Fibonacci dizisinin genel terimini bulugz.

Gozam: f. ., - f,.,—f,=0 bagintisi icin karakteristik denklenn® —-r —=1=0 olup kékleri
n n
r1,2:¥ dir. Dolayisiyla dizinin genel terimi f, :A[¥j + B[l_—zﬁsj

bicimindedir.n =1, 2 dezerlerini vererekA, B sayilarini ¢cbzelim.

ALtV5, g o5,
2 2
A(3+/5)+B.(3-V5)=

n n
B=——~ bulunur. Boylece fn=i[(1+*/gj —(1';—5]} elde

olup buradan A=

&le

J5 NI

edilir.

Problem 10: Bir ¢ocuk bir merdiveni ¢ikarken her hamlesindelyadim atiyor, ya da 2 adim
atiyor. Bu ¢cocuk merdivenin 17. basgime ¢cikmak icin kac farkli yol izleyebilir?

Co6zum: Cocygun n — inci basamga ulgabilmek icin izleyebilecg yollarin sayisia, olsun.
Ornesin 1. basamga ¢ikmak igin izlenebilecek tek yol olgundana, =1 dir. 2. basamza
ulasmak icin 2 farkh yol vardir. Ya basamaklar bireireb gecilmitir ya da direkt 2.
basamaa gecilmitir. Dolayisiylaa, =2 dir. Simdi ‘n — inci basamga ulasmak i¢in yapilan
son hamle ne olabili’ sorusunu yanitlayallm. Ya—1 inci basamaktan sonra 1 basamak
daha cikilmgtir ya dan—2 inci basamaktan sonra 2 basamak birden cikiimBuna goére
a,=a,,+a_, dir. Artik a, =1, a, =2 bslangi¢ kaullar ve a,=a,,+a,_, indirgeme
bagintisini kullanaraka,, terimini hesaplayabiliriza,, dizisinin terimleri 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584eklinde oldgundan a,;, = 2584 olarak
bulunur.

Uyari: f, Fibonacci dizisi olmak Gzere bu problemae= f_,, olduguna dikkat ediniz.



Problem 11: Bir koridorun, boyutlari2x11 m? olan dikdortgen bicimindeki tabani, boyutlari
1x2 m? olan ayni tiir halilarla, halilar birbirinin hertgirbir kismini 6rtmeksizin, kaplanmak
isteniyor. Bu § kac farkli bicimde yapilabilir? (Antalya — 1998)

Coézim 1: Boyutlari 2xn m* olan koridorun1x2 m? boyutundaki halilarlax, yolla
kaplandgini varsayalim.n=1 igin x, =1 ve n=2 i¢in X, =2 oldugunu goérmek kolaydir.

Simdi 2xn boyutlu koridorun herhangi bir ortistunu incelegeliKoridorun sol kismi igin
asagldaki sekillerden birisi gecerli olacaktir.

Birinci durumda kaplama sayisq,_, ve ikinci durumda kaplama sayig)_, olur. Bdylece
X, =X+ X%_, indirgeme formdli elde edilir.x, =1, X, =2 oldugunu kullanarak x,
dizisinin terimlerini yazarsak 1, 2, 3, 5, 8, 13, 34, 55, 89, 144, ..x, =144 olur.

C6zum 2: Koridoru kaplarken, birincsekildeki gibi 1x2 boyutlarindaki halilardaa tane ve
ikinci sekildeki gibi 2x2 kare bicimindeki halilarindab tane kullandiimizi varsayalim. Bu
durumda a+2b=11 olmalidir. Bu denklemin negatif olmayan tamsayéki (a,b)

¢bzimleri(11,0),(9,1),(7,2),(5,3),(3,4),(1, dir.
(12, 0) durumunda tek turlt ortulebilir. Bur‘Ejoj =1 ile gosterelim.

(9,1) durumunda 9 tane birinci tir hal ve 1 tane ikinar (kare) hal kendi arasinda

10! 10 o
— = =10 yer daistirebilir.
911l (1] y &

9

|
(7,2) durumunda yer degstirmelerle birlikte7|9—'2| = (2

] =36 farkl kaplama yapilabilir.

8
J =56 farkl kaplama yapilabilir.

|
(5,3) durumunda yer dgstirmelerle birIikte% = (3



I 7
(3,4) durumunda yer dgstirmelerle birlikteglL'4I = (4) = 35 farkl kaplama yapilabilir.

! 6
(1,5) durumunda yer dgstirmelerle birliktelli'5I = [5} =6 farkl kaplama yapilabilir.

Toplam1+10+ 36+ 56+ 35 6 14 farkli kaplama yapilabilir.

Uyarr: Ik ¢ozimde buldgumuz sonucunf,, =144 oldusuna dikkat etnsisinizdir. ikinci

. . 11) (10) (9 N .
¢6zimde ise sonucun_ |+ + +| |+ + =144 oldugunu gordik. Buna gore
0 1 2) (3 4 |5
11) (10) (9
f,= + + [+ [+ |+ olmaktadir. Bu problemde koridorun boyutlarini
0 1 2) (3 (4 (5

2x11 yerine 2xn alarakn nin tek — cift sayl olma durumlarina gore 2 fanldan ¢ozip
bulduzunuz sonuglari karastiriniz. Fibonacci dizisi ile kombinasyonlar arataki

n(2n-k
f2n+1 = Z( k J
i2n-k-1
f2n = Kk
k=0
formullerini ispatlayiniz.

Problem 12: f,=1,f,=1 ve n=1 icin f,,="f . + f, ile tammlanan Fibonacci dizisinin

herhangi ardik iki teriminin kareleri toplaminin yine bu dizimi bir terimi olacgini
gosteriniz.

oldugunu biliyoruz (bkz. Problem 9).

Coztim: fn:%!(lz/%)n_{l—f]n

(f.) +(fn+1)2

o o] o
5[ 2 2 50 2 2

1 1+\/75 2n+1 1_\/—5 2n+1 )
NG > |5 = f,,+, bulunur.




Problem 13: f, =1,f,=1ve n=1i¢in f ,=f +f, ile tanimlanan dizide hen>1 icin
f, terimlerinin 5 ile tam bolundiiinu gosteriniz.

Cozim: 5] f;, oldugunu timevarimla gosterelim.

k=1 i¢in f; =5 olup 5 ile tam bdltndr.

k=nicin 5] f5, oldugunu kabul edelim. Yanify, =5t, (t0Z) seklinde olsun.
k=n+1i¢in 5] f5,,5 oldugunu gostermeliyiz.

fones = fonva  Fons = (Famat Fan 9+ F o

= 285005+ foni 0= 2(f5m2+ fEmJ)"' fa

=3fgnipt 2f5n00 = 3( fonat f5n) + 2 g g

=51, +3.15,

olur. Buradans | f,,, elde edilir.

Problem 14: Fibonacci dizisinde hen>1 i¢in f,, terimlerinin ¢ift oldgunu gosteriniz.

C6zum: Okuyucuya birakilngtir.

Problem 15: Fibonacci dizisinde hangi terimlerin 3 ile tam in@bilecgini belirleyiniz.

C6zUum: Okuyucuya birakilngtir.

Problem 16: 30 dg@ru duzlemi en fazla ka¢ parcaya ayirir?



Co6zum 1:n tane d@ru duzlemi en fazlax, parcaya ayirsinx =2,X, = 4,% = 7 oldugunu
gormek kolaydir.n+1 inci dagru, 6ncekin dogrunun tamamini farkli noktalarda kesecek
sekilde ¢izmek pekéala mumkuandar.

n+1 inci dasru, ilk n dogru tarafindann+1 parcaya ayrilir. Dolayisiyla+1 inci dgsru tam
n+1 tane bolgeyi keser ve kestbdlgelerin sayisini 2 ye katlar. g&r bir deysle daha 6nce

X, tane olan bdlge sayisx,+n+1 olur. Boylece x,,; = X, + n+1 indirgeme denklemine

n

ulasinz. Buradan yerine n+1 koyarsak

Xoap = % + NF1
Xpe2 = X T N2

denklemlerini elde ederiz.n desiskenini yok etmek igin taraf tarafa c¢ikarirsak

X 4o — 2%+ %, =1 bagintisini elde ederiz. Burada da sabit terimi yake icin n yerine
n+1 koyarsak

Xn+2_2Xn+1+)§1 :1}
X432 T Xy =1

olup X,.3—-3X,,+3X,,— % =0 dogrusal indirgeme formuline ulaz. Karakteristik
denklem r®-3?+3 -1=0 olup (r-1°=0=r,=r,=r;=1 bulunur. Dolayisiyla
aradgimiz dizinin genel terimi x, = A+ Bn+ Cri bigimindedir. A, B, C katsayilarini
belirlemek icinn =1, 2,3 dezerlerini verelim:

A+B+C=2
A+2B+4C= 4
A+3B+9C=7



denklem sisteminin (;('jzu'mUAzl,B:C:l olur. Buna g(’jrexn:1+%n+%n2 veya

2
_nh+ n+2 dir. n=30 igin x,, :1+3_20+9700: 466 bulunur.

C6zUm 2: Bazen indirgeme denklemini gaisal hale getirmeden de genel terimi kolayca
bulmak mumkun olabilir. x,,, = X, + n+1 denklemini x , —%, = n+1 biciminde yazip
n=12,...,k— 1 deserlerini verirsek

n=1icin x,—x% =2

N=2igin X;— % =3

n=k-1igin x - x_, =k

olur. Bu denklemleri taraf tarafa toplarsak—x = -1+ k.(k+1)

olup x, =1+ elde

k.(k+1)
2

edilir. Artik k =30 igin x;, =466 oldugunu kolayca hesaplayabiliriz.
Problem 17:1ilk n dogal sayinin kareleri toplamini veren formiilii eldened

Cozuim: 1Ilk n dogal sayinin Kkareleri toplami x, olsun. x =1,X,=1+4=05,
X; =1+ 4+9=14, x,=1+4+9+16=3(, ... seklindedir. x,=1"+2°+.+n° ve

X, =1 +2°+ ..+ (n— 1F olac&indan x, - x,, = I? dir. n yerine n+1 yazarsak

olur. n® terimini yok edersekx.,, —=2x + x _, =2n+1 olur. Bu aitlikte de n yerine n+1
yazarsak

Xy = 2%, + X g = 201
Xn+2_2Xn+l+ )% =2n+3

olur. Taraf tarafa cikararak terimini yok edersekx,,, —3X,,;+3X%,— X_,= 2 olur. Bu
esitlikte den yerine n+1 yazarsak



Xorz = 3Xuy ¥ 3%, = X,q = 2}
Xn43 "3 Ko T 3Ky~ % = 2

olur. Sabit terimi yok edersekx, ;—4X,,+6X,,—4x%+ %.,=0 dogrusal indirgeme
denklemine ulg@riz. Karakteristik denklemr*-4r®+& *-4 +1= 0 olup (r-1)*=0 dur.

Buradan r,=r,=r,=r,=1 olup genel terim x, = A+ Bn+ Cri+ Dri bicimindedir.

n=1,2,3,4deserleri vererelA, B, C, D sabitlerini belirleyelim.

A+B+C+ D=1
A+2B+4C+8D=5
A+3B+9C+ 27D= 14
A+4B+16C+ 64D= 3

denklem sisteminde®\=0,B=

ol

,C=

N

, D== olarak ¢ozulur. O halde dizinin genel terimi

wlk

X, :%n+% " +é  olur. Duzenlersekk, = n(n+1)6(2n+ Y putunur.

COzUm 2: x, — x,_, = i’ indirgeme denklemini dgusal hale getirmeden daha kisa bir ¢6zim
arayacgiz. Denkleminx, = A+ Bn+ Cri + Dni seklinde ¢6zimu olup olmagini deneyelim.
X, = A+ B(n-1)+ C(n-17+ D(n-1) olup x,—x_, = B+ Q(2n-1)+ D3ri—3n+ 1) dir.

Bu ifade ile x, - x,_, = n* denklemini kagilastirirsak

B-C+D=0
2C-3D=0
3b=1

denklemlerini elde ederiz. Buradan koIayBa;%,C:—;, D:—; olarak c¢ozulebilir. O halde

X, = A+% n+% rf +—; n seklindedir. Buradax, =1 oldusunu kullanirsak A=0 buluruz.

Dolayisiyla x, :%n+—; r’ +é M veyax, = n(n+1)6(2n+ L) seklinde elde edilir.

Uyari: P(n) n — inci dereceden bir polinom olsun. Bu son yaptiz ¢6zim bize
X, — %4 = P(n denkleminin ¢bzimuinunn+1 inci derecedenx, =Q(n) seklinde Dbir
polinom olacgini telkin etmektedir.



Problem 18:1lk n dogal sayinin kiipler toplamini veren formiili elde edin

Cozum: Ik n dogal sayinin kupleri toplamx, olsun. x, =1 oldusu agiktir. x, = x,_, = 7
olur. Bu denklemin ¢dzimunun, = A+ Bn+ Cri+ Dri+ EA seklinde olup olmadina
bakahm. X, = A+ B(n-1)+ C(n-17 + D(n-1’+ H nr- 1)’ oldugundan
X, =% _, = B+ C(2n-1)+ D3ri—3n+ I+ E(4A- 6A+ 4 1 dir. Bu son ifade ile
X, = %, = IT esitli gini kargilastirirsak

B-C+D-E=0
2C-3D+4E=0
3D-6E=0
4E=1
1 1 1

olur. Bu denklemin (;('jzumleriB:O,C:Z,D:E,E:—4 olarak bulunur. Demek Ki

xn:A+%nz+%n3+—irf‘ seklindedir. x =1 oldusundan A=0 buluruz. Boylece

n*(n+1)?

X, =1 +% n3+—jf n' ya dax, = elde edilir.

4

Problem 19:1lk n dogal sayinin dérdiincii kuvvetleri toplamini veren fitinelde ediniz.

Cozium: énf’ +% n’ +—§n3—?10n dir. ispati okuyucuya birakilrtir.

Problem 20: Geni bir masanin tzerinde bulunan bir pire her hamtisih, 2 ya da 3 birim
ziplayabiliyor. Pire kendisinden 12 birim uzaklikit@oktaya en kisa yoldan glaak icin kag
farkl yol izleyebilir?

COzum: Pirenin dg@rusal bicimde bir yol takip etmesi gereaktiaciktir. Pire n birim
uzakliktaki noktayaa,, farkli yolla ulgabiliyor olsun.a =1,a, = 2,a;= 4 olur (neden?)Su

soruya cevap arayalirRirenin n — inci noktaya gelmeden 6nceki son hanmelabilir? Bu
sorunun cevabin-1,n- 2 veya n—3 uUnci noktada bulunan pire sirasiyla 1, 2 ya daithb

ziplayarakn inci noktaya ulsmis olabilir. Dolayisiylaa, = a,_, + a,_,+ g, 5 tlr.



Karakteristik denklem r®-r®-r -1=0 seklindedir. r =+1 denenirse bu denklemin
tamsayilarda koku olmagli gorulir. Bu yuzden dizinin genel terimini bulmagalsmak
yerine indirgeme denklemindes, terimini elde etmeyi tercih edegie.

n=4icing,=a+a+a=1+2+4=7
n=5icin ag=a,+a+ g =2+4+ 7= 132
N=6i¢in ag=a;+a,+a =4+7+13= 24
nN=7icina, =g, +a+ g =7+13+ 24= 4/
nN=8icin ag=a + g+ & =13+ 24+ 44= 8.
N=9 i¢in ay = a5+ a + g = 24+ 44+ 81= 14¢
n=10 i¢gin a, = a + g+ a =44+ 81+ 149%= 27
n=11i¢in a; = ag+ ay+ 8,=81+ 149+ 274 50.

n=12 i¢in a, = ag+ a,+ a,,=149+ 274 504 92

Problem 21: Pn(x):z—ln[( x+\/x2—1)n+(x—\/ >3—1)n} ifadesi  veriliyor. Sunlari

ispatlayiniz:
(@ R,(¥, B, (¥ = xR_.( >9+% P_,( 3 =0 0zdsligini saslar.

(b) P,(X), n—inci dereceden bir polinomdur. (IMO Shortlist78)

Cozum:

+,,’ _ _,,’ —
@r= X 2X2 1,r2: X 2X2 ! dersekr, +r, =X, rlrzz%r olup koklerir,r, olan ikinci

dereceden denklennz—xr+%:0 dir. Bu karakteristik denkleme sahip old}) dizisinin

indirgeme formuluR,,, - xP,,; += R =0 dir. Gostermek istegimiz de zaten buydu.

NG



(b) P, dizisinin ilk birkag terimini hesaplayalim.

n=0 i¢in By(X) =1 dir. Bu sabit polinomun derecesi 0 dir.

n=1 i¢in B(x) = x dir. Bu polinomun derecesi 1 dir.

n=2igin R(X) = X —% olur. Bu polinomun derecesi de 2 dir.

Pn+2(x):xl?]+1(>9—% P( ¥ indirgeme bantimizi géz 6nune alalm.P,(X) n — inci

dereceden veP,,,(X) de n+1 inci dereceden bir polinom ikeR,,,(x) ifadesininn+2 inci
dereceden bir polinom olagaacgiktir. n=1,2 i¢in 6nermemiz dgru olduzundan timevarim
prensibi gergi negatif olmayan hen tamsayisi sayisi i¢in de dnermemizgudoolur.

4
Problem 22: a =10", a, =10 ve am:((a;:) seklinde tanimlanan(a,) dizisi igin

)3
< G isleminin sonucunu hesaplayiniz.
\/ a,

Cozum: b, =loga, diyelim. b =loga =logld'= 1] b, =loga,=loglCG’= 2¢ ve
(@n)”
(@)’
oldugundan r®-4r +3=0 Kkarakteristik denklemine sahiptir. Bu denklemin ke
r,=3,r,=1 oldugundanb, = A3" + B.I' formundadir. Bu gtlikte n=1 ve n=2 degerleri
yazilirsa

b.., =log(a,,,) = log =b,, =40, —3b, olur. (b) bir dogrusal indirgemeli dizi

3A+B=11
9A+B=29

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem c¢oOzulirgg=3, B=2 bulunur. Bdylece
b=3.3+2=3"+2 olup a=10"=16"*2 bulunur. a,=10"""2 olup

1 1
3T n+2+2 3T " i
[amj - (E;;_lz] = (102-'°n 1)3” =10 olarak hesaplanir.
a 10° 7



3

(Xn+1)
(%)’

Problem 23: x, =1, X, =5 ve X,,, = bagintisiyla verilen diziyi bulunuz.

3
Yol Gosterme: X,,, = (Xn+12
(%)

Daha sonray, =logs (x,) degisken deistirmesini deneyin.

esitli ginin her iki yaninin 5 tabanina gore logaritmashn.

Problem 24: ilk terimi a ve ortak farkid olan bir aritmetik dizinin ilkn terim toplaminin
formulind elde ediniz.

Yol Gosterme: ilk n terim toplami S, olmak lzereS, - S_, = d olac&ini gostererek
baslayiniz.

Problem 25:n tane ¢cember dizlemi en fazla kag parcaya boler?

Co6zum: n tane cember duzlemi en fazkg parcaya bélsink =2 ve x, =4 oldugu aciktir.

Cemberlerin dizlemi en fazla sayida parcaya aymasi icin her bir cember ciftinin iki
noktada kesmesi gerekir. Yani gt ya da ayrik durumda ¢cemberler olmamalidir. Bayle
tane ¢cember cizilmiolsun. Bizn+1 inci gemberi ¢gizdiimizde, dnceki gemberlerin her biri
ile 2 noktada kesecesinden bu ¢cember toplamn2noktada kesir. Dolayisiyla n+1 inci
cember B yaya ayrilir. Her bir yay parcasi icinde bulugdwn tane bolgeyi ikiye bolerek
bunlarin parcalanma sayisini 2 ye katlagedibir deysle n+1 inci gember cizilince yenir2
tane daha bolge ajur. Dolayisiylax,,,; = X, +2n dir. n=1,2,..., k- 1, degerlerini verirsek

n=1icin x,—x% =2

N=2i¢in X;—x, =4

n=k-1i¢in x —X_, =2(k-1)

olur. Bu denklemleri taraf tarafa toplarsaf — x = (k-1).k olup x, = k*-k+2 bulunur.

Yanin tane cember diizlemi en faztd— n+ 2 parcaya boler.



Problem 26:n tane dizlem 3 boyutlu uzayi en fazla ka¢ parcéyerd

COzim: n tane dizlem uzay! en fazlg, parcaya bolsiinx =2, x, =4, X, =8 oldugu
aciktir. Cozumiumuzdex, terimine ihtiyacimiz olmamakla birlikteger biraz zihnimizi
zorlarsak x, =15 oldusunu gérmek faydall olabilirn tane duzlem uzayr en fazla sayida

parcaya ayirmasi icin secilen herhangi U¢ duzldmrmiortak noktasi olmali ve dort diizlemin
hicbir ortak noktasi olmamali.

n dizlem cizilmg olsun. n+1 inci dizlemi ¢izmesleminin uzayin parcalagisayisini nasil
artirdgina bakalim. Bu duzlem ilk diizlemin her birisi ile bir dgru boyunca kesir. Ayrica
bu dgrulardan herhangi ikisi bir ortak noktaya sahip@tinkt bu duzlemlerin herhangi tgu
bir ortak noktaya sahiptir. Rer taraftan herhangi ¢ ga ayni noktadan da gecmezzdf
bdyle olsa ortak noktaya sahip 4 duzlem olurdulkide hipotezimize ters géir. Problem 16

2
dan dolayin+1 inci diizlem bun dogru taraﬁndaann+2 tane duzlemsel bdlgeye ayrilir.

2
Dolayisiyla uzaydan+1 inci dizlemin icinden gegi %MZ tane 3 boyutlu boélge vardir.

2
n+1 inci dizlem buLZn+2 tane 3 boyutlu bolgeyi ikiye bélgtinden dnceki pargalanma

2 2
saylsmlen+2 kadar artirir. Dier bir deysle x,, — X, :%mz dir. n=1,2,...,k— 1

L < n®+n+2
degerlerini verip taraf tarafa topIarsaE(xn+l - )g) = — olur. Toplam sembolinin
n=1 n=1
k(k-1)(2k- 1)+ k(k-1)

12

3 3
:w elde edilir. Sonuc olarak tane dizlem 3 boyutlu uzay en fazflla%+6

Ozelliklerini  kullanarak x - x =

+(k-1) buluruz. Buradan

parcaya aylrir.

Problem 27:n tane kire 3 boyutlu uzayi en fazla ka¢ parcayarBol

COzum: n tane kire uzay! en fazla, parcaya bolsinx =2 oldugu aciktir. BOylen tane

kirenin cizilmg oldugunu varsayalim.n+1 inci kilrenin parcalanma sayisini ne kadar
artirdgini belirleyecgiz. Kirelerin uzayr en fazla sayida parcaya ayirmems segilen
herhangi iki kire cifti bir cember boyunca kgselidir. Olusan cemberlerin hepsi birbirinden
farkli olmali. Ayrica tget ya da ayrik durumda ¢cember cifti olmamalidirylBoe n+1 inci
kirenin onceki kirelerle kesminden birer cember ofur ve bu kirenin ylzeyinde tam
tane cember vardir. Tipki dizlemin ¢cemberlerle blési probleminde oldw gibi kiirenin



ylizeyin cember ile en fazla® - n+2 bolgeye ayrilir (bkz. Problem 25). Baf —n+2 tane
kure ylzeyi parcasinin her biri, icinde bulupdiB boyutlu bdlgeyi iki parcaya ayirir. Yani bu
bolgelerin sayisinin*-n+2 tane artirir. Dolayisiylax,,, —x, = —n+2 dir. Simdi

k-1 k-1
n=12,...,k— 1 dezgerlerini verip taraf tarafa toplarsaE(xnﬂ— )g) :Z - n+2 olur.
n=1 n=1

Toplam sembolinin 6zelliklerini kullanirsak, — x = k(k-D2k=1)_k{k=1)

+2.(k-1)

6
3_ 12
olur. Buradanx, :k3—|;)+8k elde edilir. Sonug olarak tane kire 3 boyutlu uzayi en
n(n” -3n+8)
fazlaT parcaya ayirir.

Problem 28:n tane d@ru bir daireyi en fazla ka¢ parcaya ayirir?

Yol Gosterme: n tane dgru bir daireyi en fazlax, parcaya bolsin.x,, —x, =n+1
oldugunu gostererek Bkyiniz.

Problem 29:n tane bir yerinden kirik dguyla dizlem en fazla ka¢ parcaya ayrilir?

Cozum: n tane kirik dgru dizlemi en fazlax, parcaya bolsin. Her bir kirik gau digerini

en fazla 4 farkli noktada kesecgkkilde cizebiliriz. Dolayisiylan + 1 inci kink dgru
kendinden oOncekilerirttane noktada keser. Gan nokta sayisinin 1 fazla kadar yeni bélge

olusacgzindan x ., — x, =4n+1 bagintisi vardirx, =2, X, =7 oldugunu basit bir ¢izimle

k-1 k-1
gorebiliriz. D" (X, = %,)=>_(4n+1) teleskopik toplamindarnk =2k’ -k+1 elde ederiz.
n=1 n=1

Yanin tane kirik dgru icin x, = 2n? - n+1 tane bélge olgur.



Problem 30:: ntane d@ru birbirine tget iki daireyi en fazla ka¢ parcaya ayirir?

Cozum:

n tane dgru birbirine tget olan iki daireyi en fazlax, parcaya bdlsinx, =4 oldugunu
gormek kolaydir. Parcalanma sayisinin en fazla sime@n dgrularin kesjim noktasi
cemberlerden birinin icine déceksekilde cizelim. Ayrica cizgimiz herhangi bir dgru, her
bir cemberi ikger parcaya ayirmalidir.

Simdi n dogrunun ¢izilmi oldugunu varsayalimn+1 inci dagrunun, dairelerin iginde kalan
kismi, 6ncekin dogru ve iki ¢cember tarafindam+2 parcaya ayrilir. Bun+2 parca
yardimiyla yenin+2 bolge olgur. Béylece x,,, — %, = n+2 olup x, =4 balangic kaulu

2
yardimiyla x, :W' bulunur. Yanin tane d@ru birbirine teet iki daireyi en fazla
n’ +3n+4
— parcaya ayirir.
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