Geometrik Esitsizlikler — O. Bottema Ceviri: L. Gokge

BOLUM -5

Ucgenin Kenarlari ve Yarigaplari Arasindakitgizlikler

5.1 2r < R dir. Esitlik ancak ve ancak Uc¢genkenar iken sganir.
Coziim: Bu ssitsizlik [O1|” = R(R-2r)= 0 dan elde edilir.
L. Euler, Novi commentarii academiae scientiarurntrépmlitanae (1765)

L. Euler, Opera Omnia (1953)

Ramus — E. Rouche, Nouv. Ann. Math. (1851)

5.2tveT - <t <T <11 olacaksekilde reel sayilar ise,

4°R1=-2tr 4R -2
< < <R
27—t 27-T

2r

e . 45°R™ - 2rx . . e
COzim: x<27 icin f(X)ZT seklinde tanimlanari fonksiyonunu g6z onine
- X

alalim. 1.1 ve 5.36 esitsizliklerinden (a+b+c)2 >3(bc+ca+ab)=54Rr olur. Buna gore

f(x)z@zz dir. 5.8 esitsizliginden 4s® < 4(32+ 4Rr + 4?2) ve 2r<R den

2p-1 _
%20 oldugundanf monoton azalmayan bir
-X

fonksiyondur. Dolayisiylaf (18 R.

4r? <16R*+ 2Rr yazihr. f'(x) =

|. Paasche — O. Reutter, Problem 516, Elem. Mag65%)

5.3 a+b+c<3J3R dir. Esitlik ancak ve ancala =b =c iken sglanir.
S. Nakajima, Tohom Math. J. (1925)
A. Padoa, Period. Math. (1925)

HATIRLATMA: Bu esitsizlik 2.1 e denktir.
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5.4 s< 2R+(3\/§— 4)r dir. Esitlik durumu ancak ve ancak ticgegkenar iken sglanir.

W. J. Blundon, Canad. Math. Bull. (1965)

W. J. Blundon, Problem E 1935, AMM (1966)

559r(4R+r)< F < (R+r)° ... (1)

Cozum: y3—25y2—(sz+r(4R+r))y—4er =0...(2)

denkleminin koKleria, b, ¢ dir. (2) denklemindey =S~ y
X

azarsak koklerrr,,r,,r, olan
X° =(4R+r)x*+s°x~sr =0 denklemini elde ederiz. Rolle teoremini g6z oniaesak
3y’ —4sy+s’+r(4R+r)= 0 ve 3x’-2(4R+r)x+s’=0 denklemlerinin her ikisinin de

kokleri reel sayidir. Bu ise8s? > 9r (4R+r1) ve (4R+r1)” > 3s? olmasini gerektirir.

G. Colombier — T. Doucet, Problem 1051, Nouv. Axliath. (1872)

5.6 6r (4R+r)< 2 < A R+ r)2 +R?. Esitlik durumu sadece licgeskenarken sglanir.

F abc 1 .
6zim: r =— ve R=—= oldwundanr (4R+r)=—+—==s*-Q < =¢? dir. Buradan
¢ s 4F ' ( ) s s 3 Q 3

acikgabr (4R+r) < 25* dir. Son gitsizlik ve 5.13deki a* +b® +c? < 9R? esitsizliginden

R* _9R?

2 2 2
(2R+r)2+?: > rr(4Rer)x 22 TC tho+e

+r(4R+r) =5’ dir. Buradan

28" < 2(2R+r1) +R?
elde edilir.

F. Leuenberg — L. Carlitz, Problem E 1481, AMM (18&2)

5.7 28*(2R-r) < R(4R+r)’

0. Kooi, Simon Stevin (1958)
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5.81(16R-5)< s’ < 4R+ R + 32, Esitlik durumu sadece Ucgeskenarken sganir.
C6zUum: HIO lcggenini goz 6niine alalim.
OH[ =9R*-Y"a? ... (1)
10 =R*-2Rr ... (2)
|IH|” = 2r? - 4R? cosr Ocog 1 cog ... (3)
esitlikleri vardir. Diger taraftan
4R? cosa OcogB O co,8=%2a2 —( R+r)’
dir. Boylece, |IH |2 =3r’+4Rr + 4R? —%Zaz dir. Bu ise bize) a’< 4(3r2 + 4Rr + 4R2)
esitsizligini verir. Esitlik durumu ancak ve ancak ticgegkenar iken vardir.
|OG|:|GH | =1:2 seklindeki Euler teoreminden
GIF = 2)10P + HiH[*+ JoH[* ... (4)
3 3 9
yazilir. (1), (2), (3) gtliklerini (4) de yerine koyarsak
1 2 2

Gl =r2-=(Ya) +£Y a?

o ==L (s <25
olur. (Za)2 =2 &’ +4r (4R+r) esitli gini goz 6niine alirsak
360GI[ = (Y a) + 202 - 6/

esitli gini elde ederiz. Burada(uZa)2 24r(16R— Er) bulunur. Kitlik durumu ancak ve an-

cak Ucgen gkenar iken vardir.
J. Steinig, Elem. Math. (1963)

HATIRLATMA: 5.7 deki sitsizliklerin her ikisine birdenR> 2r esitsizliginin bir destekle-
yicisi gozuyle bakilabilir.
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5.9 q(R,r) ve Q(R,r) reel katsayili ikinci dereceden ifadeler olsun. lalde, sitlik duru-
munu sadeceskenar tcgende gayan ve

q(Rr<s<Q(R,r)
bicimindeki gitsizlikleri sgglayan mumkuin en iyi ifadeler:
q(Rr)=16Rr - 5% ve Q(R,r) =4R* + 4Rr + 3?

W. J. Blundon, Canad. Math. Bull. (1965)

5.10 f(R,r) ve F(R,r) homojen iki reel fonksiyon olsun. Bu haldsitik durumunu sadece
eskenar U¢cgende §kayan ve

f(Rr)ss*<F(Rr)
bicimindeki gitsizlikleri sgglayan mumkun en iyi ifadeler:
f(Rr)=2R?+10Rr -r’~ AR~ 2)VR*’~ Rr
F(Rr)=2R*+10Rr -r*+ AR~ 2)VR’~ Rr

W. J. Blundon, Canad. Math. Bull. (1965)

5.11 s> = 27r? dir. Esitlik durumu ancak ve ancak ticgegkenar iken vardir.

C6zum: Aritmetik — geometrik ortalamagiésizliginden

g: (s—2) +(S;b) +(s=¢) > g/(s—a)(s—b)(s—c) dir. (s-a)(s-b)(s-c) :F? =r’s

esitli gindengz Jr?s olup s> = 27r? elde edilir.

N. A. Edwards, Problem 1273, Nouv. Ann. Math. 3878)

J. M. Child. Math. Gaz. 23 (1939)

5.12 287 = 27Rr ... (1) dir.
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Cozum: (a+b+c)3 >27abc ve abc=4FR=4Rrs esitliklerinden 8s® > 27[4Rrs olup bu-
radan (1) gitsizligi elde edilir.

C. Cosnita and F. Turtoiu, Cuegere de problemdgibea, Bucuresti (1965)

5.1336r°<a’+b*+c’< 9R? ... (1) dir. Kitlik ancak ve ancaka=b =c iken sglanir.

a2 +b2+c2) _ a+b+c
3 2= dir. 5.11deki 6J/3 <a+b+c ssitsizliginden

Cozum: [

36r’<a’+b*+c?
elde edilir. (1) deki ikinci sitsizlik 9R? —(a2 +b? +cz) :|OH|2 >0 ile elde edilir.
J. Neuberg, Ed. Times, News Ser. (1906)

T. Kubota, Tohoku Math. J. (1925)

J. Steinig, Elem. Math. (1963)

5.14 24Rr —12% <a’+b*+c’< R+ 4 % Esitlik sadece iiggenskenar iken sglanir.
J. C. Gerretsen, Nieuw Tijdschr. Wisk (1953)

J. Steinig, Elem. Math. (1963)

5.154R°+16Rr - 3>~ {R- 2)VR’~ Rr <a’+b’+c’

<AR*+16Rr - 3°+ {R- 2)VR*- Rr

W. J. Blundon, Canad. Math. Bull. (1965)

5.16 36r* <bc+ca+ab< 9R? dir. Esitlik durumu ancak ve ancak =b =c iken sglanr.

COzum: 7.12dekiﬂg_1+—1+—1sE esitsizliklerini F :a_bc ile gengletirsek
2F a b ¢ 2F 4R

18Rr <bc+ca+ab< 9R? olur. R=2r kullanilirsa36r® <bc+ca+ab< 9R? bulunur.
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F. Leuenberger, Elem. Math (1958)

5.174r(5R-r)<bc+ca+ab< 4R+ r)z. Esitlik ancak ve ancak licgekenarken sglanir.

J. Steinig, Elem. Math. (1963)

5.18 36r°< 4 (R-r)<bc+ca+abs< 4R+r) < R dir. Esitlik durumu ancak ve ancak
tcgen gkenarken sganir.

W. J. Blundon, Canad. Math. Bull. (1965)

HATIRLATMA: 5.16 5.17ve R=2r den5.18elde edilir.

5.19 2R* +14Rr - R- 2)JR®*~ Rr <bc+ca+ab <2R°+14Rr + AR- 2)VR’ - Rr

Esitlik durumu ancak ve ancak Uc¢geskenarken sganir.

W. J. Blundon, Canad. Math. Bull. (1965)

5.20a(s-a)+b(s-b)+c(s-c)<9Rr.

S. G. Guba, Matematika v skole (1966)

5.21 abc < 8R’r +(12«/_3— 1@ Rr?. Esitlik durumu ancak ve ancak ticgeskenarken sganir.

W. J. Blundon, Canad. Math. Bull. (1965)

5.22—=< <—

r

3| &

Q|

1_43
C

1
+=+
b

F. Leuenberger, Elem. Math (1960)
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. Esitlik durumu ancak ve ancak t¢gegkenarken sganir.

J. Steinig, Elem. Math. (1963)

HATIRLATMA: Bu esitsizlik 5.22nin gelgtirilmi s seklidir.

s2at<te o1 )i
R® bc ca ab 4r

1 1 1 o) 1 e 1
ozim: —+—+—=—"—=—"_oldusundan (1) dtsizlikleri — <
¢ bc ca ab abc 2Rr ‘e 1) e R?

lerine denktir. Bu gtsizlikler ise R=2r den kolayca elde edilebilir.

% < 4r—12 esitsizlik-
.

F. Leuenberger, Elem. Math (1958)

5.258r(R-2r)<Q< 8R(R- 2). Esitlik durumu ancak ve ancak ticgegkenarken sganir.

J. C. H. Gerretsen, Nieuw Tijdschr. Wisk. (1953)

abc
a+b+c

5.264r°< . Esitlik durumu ancak ve ancak t¢gegkenar iken sglanir.

M. S. Klamkin, Math. Teacher, (1967)

5.27abc < (R«/?;)3 dir. Esitlik ancak ve ancala =b =c durumunda sgdanir.

a+b+c

Cozum: Jabc <

ve 5.3 esitsizliginden (1) in dgru oldusunu anlariz.

5.28M, (a,b,c) <RJ3 ssitsizliginin her Gggende gecerli olmasi igin gerek ve ysder

K< log9-log 4
lok4-1log 3

olmasidir.
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A. Makowski — J. Berkes, Elem. Math. (1962/63)

5.29 (a+b+c)y/3< 2(r, +1, +r,). Esitlik ancak ve ancala =b = ¢ durumunda sdanr.

J. C. H. Gerretsen, Nieuw Tijdschr. Wisk. (1953)

F. Leuenberger, Elem. Math. (1961)

2 2 2
5.30a—+b— + & > 4. Esitlik durumu ancak ve ancak tc¢gegkenar iken sganir.
nr. r.r,o rr

C

Bu sitsizlik R. R. Janic tarafindan bulungtur.

5.31(s-a)V3<4R-T,.

E. Lemoine, Problem 578, J. Math. Elem. (1894)

a’+(b-c)’ - .
5.32(s-a) \/§+T < 4R-r,. Esitlik ancak ve ancaka =b =c igin salanir.

- rs rs rs ..o .
COzim: 4R+r =r +r,+r_, 1, = = , I, =—— ssitliklerinden
s-a s-b s—cC

1 1 1 s’ -bc

AR=1, =1, +1, =T :rs(—+———j=(s—a)

s-b s-c s

a’+b?+c?+2(-bc+ca+ab)
=(s-2) 4F

43F + 2(a® +b? +¢* - )
4F
elde edilir. Kitlik durumu ancak ve anca&t=b =c icin sglanir.

yazilir. 4.7 deki aitsizlikten 4R-r, > (s-a) olup buradan (1)

R. R. Janic, Univ. Beograd, Publ. Elektrotehn. Fde. Mat. Fiz. (1967)

5.335R-r=sV3 ... (1) Bsitlik durumu ancak ve ancak Uc¢gegkenar iken sganir.
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Gozum: 4R+r =r +r +r,, T :i, rbzi, =1 esitlikleriyle baglayalim.
s-a s-b s—cC
o 1 1 1 S 2
R=2r ssitsizliginden S5R-r=r, +r,+r,=rs + + :E(bc4ca+ ab-s )

s—a s-b s-c
olur. 4.7 ssitsizliginden faydalanilirsa (1) elde edilirsiik durumu ancak ve ancalk=b=c
icin saglanir.

R. R. Janic, Univ. Beograd, Publ. Elektrotehn. Fde. Mat. Fiz. (1967)

5348 <rf2+r2+r? ... (1) dir. Bitlik durumu ancak ve ancak=b =c i¢in salanir.
Coziim: 2.35den dolayltanz%+ tarf§+ taﬁ—gz dir ve

r,= stan r, = stanﬁ, r, = stan’
2 2 2

oldugundan (1) e ukalir.

E. Bokov, Matematika v skole (1956/57)

5.358r,1,1. < 3/3abcdir. Esitlik durumu ancak ve anca=b = ¢ igin saglanir.

F. Leuenberger, Elem. Math. (1961)

5.36 54Rr < 3(bc+ca+ab) < 4(rr, +r.r, +1,1).
Cozum: Ik esitsizlik 5.16da zaten ispat ediliti.

4(rr +rr +rr)=(a+b+c)’ ve 3(bc+ca+ab)<(a+b+c)’ ifadelerinden ikinci gitsizli-

gi elde ederiz.

F. Leuenberger, J. Steinig, Elem. Math. (1965)

5.37 Dar agili bir liggend@2r,r,r, —142(r, +r, +r. )< O (r, +1, +1.)" + 9° esitsizligi sagla-
nir. Esitlik durumu ancak ve ancaklenar ticgende vardir.

S. Reich, Problem E 1930, AMM (1966)
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5.38§Rs max(r, 1, I.)

a’b rc

P. Erdos, Mat. Lapok, (1949)

539r, s <r, iserang, r, <2R, gRsrc<4R dir.

H. J. Baron, Tohoku Math. J. (1941)

4 4 4
5.40ﬂR<m5§R5 4/&
3 3 2 3

L. Fejes Toth, Mat. Lapok (1949)

5419r<sr,+r, +r.<—R.

N | ©

M. S. Klamkin, Math. Teacher (1967)

5.42x,y, znin geometrik ortalamass(x, y,z) olmak Gzere

G(r,r,Ejs}G(ra,rb,r )sG(r ,B Bj
2) 3 2 2

Esitlik durumu ancak ve ancak Uc¢cgegkenar iken vardir.

A. Makowski, Nieuw. Arch. Wisk. (1964)

5.43277 R? <r?+r%+r 2 Esitlik durumu ancak ve ancak tUc¢gegkenar iken vardir.

V. Thebault, Mat. Lapok (1952)

A. Makowski, Nieuw. Arch. Wisk. (1964)

50



Geometrik Esitsizlikler — O. Bottema Ceviri: L. Gokge

5.442Rs M, (.1 r.), (k=2).

G. Hajos, Math. Lapok (1950)
L. Fejes Toth, Lagerungen in der Ebene, auf derdKugd in Raum, Berlin (1953)

HATIRLATMA: Bu esitsizlik 5.40esitsizliginin bir genellemesidir.

545 7R <r?+r2+r.%+r.% ... (1) dir.
CozUm: r?+r2+r%+r? =16R2—(a2+ b%+c 2)
esitli ginden ve5.13den (1) elde edilir.

Ju. I. Gerasimov, Matematika v skole (1967)

R. R. JANICIN YORUMU: Asagidaki daha giiclisisizlik yazilabilir:
B8R —4dr?<r?+r2+r°+r.? ... (2)
Ciinkii5.14e gorea® +b*+c?<8R?+ 4r ? dir.

(2) ssitsizligi 5.40ve5.43esitsizliklerinden daha gucluddr.

3 3 3
5.461+b—+c— < a_;c dir. Esitlik durumu ancak ve ancast=b =c igin sglanir.
r, I, o

a C

J. Andersson, Problem 1779, AMM (1952)

HATIRLATMA: Bu esitsizlik 1.9 a denktir.

5.47\/E+\/E+\/§s§\/E .. (1)
r, r, r. 2VR

Cozam: r, =S ... vs oldgundan (1) gtsizligi suna denktir:
s—a

\/a(s—a) +\/b(s—b) +\/c(s—c) sgs
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Aritmetik — geometrik ortalamasiesizliginden

Ja(s-a) +/b(s-b) +,/c(s-c) = a+(:_a) + b+(;—b) + C+(Z_C) :%s

Gaz. Mat. B 15 (1964)

52



