PTOLEMY E SIiTSiZL iGi UZERINE (L. Gokge)

Geometrideki ilging gtsizliklerinden biri dePtolemy Esitsizligi dir. Bu yazimizda Ptolemy
esitsizligini ve birkag uygulamasini sunaga.

SORU 1:A, B, C, D herhangi dért farkli nokta iSé\C|.|BD| <|AB||CD|+|AD| |BC| oldugunu
gosteriniz. Ayrica gtlik durumu ne zaman geanir? (Ptolemy Kitsizligi)
COZUM: E, F, G noktalari sirasiylagB, [AC, [AD isinlari (izerinden
|AE|.|EB| =|AF|.|AC| =|AG| |AD| =k olacaksekilde alinsinaAFE ~aABC, aAFG ~aADC,
_ |BClk IFo|= _|colk Eq|= |BD| k
|ABJ.[AC|’ |AC|.|AD|" | AB|.| AD|
olur. Bu aitsizlik ise |AC|.|BD| <

aAEG ~aADB olup buradan|EF| = yazilir. AEFG

de ticgen gtsizliginden |EG| < |EF|

ifadesine denktir| EG| =|EF|+|FG| esitli i E, F, G dogrusal oldigunda sglandigindan
|AC|.|BD| =|AB|.|CD| +|AD|.|BC] ssitli gi sadeceABCD bir kirisler dértgeni iken sganir.

S

Sekil 1

SORU 2: sABC de OBAC =60" olsun. Uggenin igindefPA =1, |PB| =2, |PC| =3 olacak

sekilde birP noktasi alalima ABC nin alaninin alabileg en buyik dgeri bulunuz. (Romanya
Takim Secme Sinavi 1999)

COZUM: ABDC ve APEC paralelkenarlarini gizelim. Bu hal@®&EDB de bir paralelkenar olup

V3

|CE|=|AP|=1, |DE|=|BP| =2 dir. Alan(ABC) :%|AB|.|AC|.sin 60 = LCD| |PE| olur. aABC



nin alaninin en buyuk olmasi igj6D|.|PE| carpimi en biyik olmalidir. O hal@€ED dértgeninde
Ptolemy sitsizligini uygularsak|CD|.|PE| < |PC||DE| +|PD| |CE| olup

ICD|.|PE|< 6+|PD| ... (1)

A

Sekil 2

elde edilir. ABDC paralelkenarinin k@genlerinin kesme noktasO© olsun.»ADP ve aBCP de [PO]
|2 |2

kenarortay oldgundan2|PO|2=|AP|2+|PD| | 5 Ve 2|PO| —|BP| +|PC| | 5 dir. Bu

esitliklerden

|AD| ||3(:|2

|AP[" +|PD|" -|BP|" -|PC|” = >

. (2
yazilir. AABC de kosinls teoreminden
IBC[" =|AB|” +|AC|” - 2| AB| |AC| .c0S 60 ... (3)

ve ABCD de paralelkenar kanunundan:

|AD[" +[BC|" = 2.(|ABJ*+|ACf’) ... (4)

[Aof" _[BCf"

olur. ifadesini hesaplamak icin (3) ve (4) kullanilirsa

|AD IBCI _

=|AB|.|AC] ..
2

elde edilir. (2) ve (5) ten



|PD[* =12+|AB| |AC| = 12+|CD| |PE]| ... (6)
olup (1) ve (6) darfuPD|2 <12+ 6+|PD| bulunur. Buradan
|PD[*-|PD|-18< 0 ... (7)

1++/73
2

ikinci derece gitsizligi elde edilir. (7) dejPD|<

NE /3

Alan(ABC) =T3.|CD| |PE|<==(6+|PD|) <

4
J3

blyuk deeri olan?.(13+\/73) sayisina @t olabilmesi icinPECD nin bir kirisler dértgeni olmasi

bulunur. Dolayisiyla

NE
8

(13+\/7% sonucuna ukalir. Alan(ABC), en

gerekmektedir. ¥er bir ifadeyle[JPCA=[PBA olmalidir.

SORU 3:Dar aciliaABC Ug¢geninin icinden rastgele x noktasi aliniyor.
|DA| DB|.|AB| +|DB| |DC| |BC| +|DC| | DA |AC| 2 |AB| |BC| | AC| oldugunu gésteriniz.

COZUM: BCDE ve BCAF paralelkenarlarini okturalim.EDAF de bir paralelkenar olur. Boylece
|AF|=|ED|=|BC|, |EF|=|AD|, |EB|=|CD|, |BF| =|AC]| elde edilir. ABEF ve AEBD dortgenlerinde
Ptolemy sitsizligi uygulanirsa AB|.|EF| +| AF||BE| 2 |BF| | AE| ve |AE|.|BD| +|AD|.|BE| 2| AB| |ED|
olup

|AB|.| AD| +|BC] |CD| 2| AE| |AC]| ... (1)

|BD|.|AE| +|AD|.|CD| = |AB||BC| ... (2)
esitsizlikleri elde edilir. (1) ve (2) yardimiyla

IDA|DB|.|AB| +|DBJ |DC| |BC| +|DC| |DA| |AC| =|DB](| AB| | AD| +|BC| |CD|) +|DC| |DA |AC]
>|DB|.| AE| | AC|+|DC]| | DAl |AC| =|AC|(|BD| | AE| +| AD| |CD|) = | AC| | AB| | BC]|

bulunur.

Burada eitlik durumu sadeceABEF ve AEBD nin birer kirgler dértgeni olmasi halinde @anir.
(bkz Sekil 3 — B). DolayisiylaADBEF besgeni cembersel vADEF paralelkenari bir dikdortgen
olmalidir. BuradanAD O ED ve EB O AB olup AD [ BC, CD [ AB elde edilir. BoylelikleD,
aABC nin diklik merkezidir.



Sekil 3— A Sekil 3—B

SORU 4:Dar agiliaABC nin igcinden
|DA| DB|.|AB| +|DB| |DC| |BC| +|DC| | DA |AC| =|AB| |BC| | AC| olacaksekilde birD noktasi
aliniyor.D nin geometrik yerini belirleyiniz. (Cin Takim Seerinavi 1998)

GOZUM: Genel olarakDA|.|DB|.|AB| +|DB| |DC| |BC|+|DC| |DA |AC| 2| AB| |BC| |AC|
esitsizliginin oldugunu gosterngtik. Dolayisiyla bu problem, Soru 3’'Un 6zel bir dorudur.D
noktasinin yeria ABC nin diklik merkezidir.

SORU 5: |AB| =|BC|, |CD| =|DE|, |EF| =|FA olan birABCDEF altigeninde

||I;CE:|| ||BZ| |||E§| > — esitsizligini kanitlayiniz. Ayrica gtlik halinin ne zaman gganacgini
belirleyiniz.

COzUM: |AC|=a, [CE|=b, |[EA/=c, |EF|=|FA =X, |CD|=|DE| =y, |AB|=|BC]| = zdiyelim.
ACEF, ACDE, AECB dortgenlerinde Ptolemysiésizligini uygularsakax +bx > c.|FC|,

FA_ ¢ [DE[_ b [BC[ a
|Fc:|‘ a+b’ |DA a+c’|BE|‘b+

ay+cy =b.|DA|, bz+cz=a|BE| olup - elde edilir. Ber

a, b +-C 2% oldugunu gosterirseksésizlik kanitlanmg demektir.0< x<s olmak tzere

b+c a+c a+b

f(X) =5 fonksiyonunu goz 6ntne alalind."(x) = ( > 5 > 0 oldugundan Jenseniésizliginden
S—X S-—

3 olur. Buradas=a+b+c alinarak + ugu

f(a+b+chf(a)+f(b)+f(c) a b L C § oldusu
3 b+c a+c a+b 2
gorilebilir. Esitlik durumu isea=b =c oldugunda sglanir.



Sekil 5

Ayrica Ptolemy gtsizliginde aitlik durumu ACEF, ACDE, AECB dortgenlerinin her biri
cembersel oldgunda sglanir. DolayisiylaABCDEF altigeni de gembersel olmalidir. Ustelikeb=c
. BC| |DE| |F e : . :
olmasi gerekglnden| |+| |+| Al _3 esitli ginin salanabilmesi ancaRBCDEF nin diizgin
|BE| |DA |FC| 2

altigen olmasiyla mamkun olur.

SORU 6: ABCD karesinin dgyindan,ABCDE disbikey bggen olacalkekilde birE noktasi alalim.
|AE|=|ED|=1, |EC| = V2 +1 olduguna goreJECD kag derecedir?

COZUM: ABCD karesinin bir kenar uzungu a olsun.|AC| = av2 dir. AEDC dbrtgeninde
Ptolemy gitsizligini uygularsak| AE|.|CD|+|AC|.|ED| =| AD| |CE| esitlik durumunun sglandgini

goruruz. Buna gor@EDC bir kirigler dortgeni olur. Dolayisiyl& noktasi ABCD karesinin ¢cevrel
cemberi Gzerindedir. Ayni uzunlukta kieri gbren dar — cevre acilarin élculegiteoldugundan

UECD =UACE = HACD olup JECD =22,5 bulunur.
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