1. Her z,y € R i¢in
fl@+y) = flz)+ fy)

esitligini saglayan tiim f : R — R siirekli fonksiyonlarin1i bulunuz.
(PSS272.E2)

Cozim: z=y=0 = f(0+0)=f(0)+ f(0) = f(0)=0
y=—z=0=f(0)=flz+ (=) = f(z)+f(—z) = f(-2) = = f(2).
y=x = f(2z) =2f(x).

y=2x = [f(32)=[f(2r+z) = f(20)+f(z) = 2f(2)+f(z) = 3f(x).
Tiimevarimla tiim n pozitif tam sayilar igin f(nz) = nf(z) oldugunu
gosterelim.

fln+1)x) = f(nx +2) = f(nx) + f(o)nf(x) + fx) = (n+ 1) f(2).

—n negatif tam sayilar: i¢in de

f((=n)z) = f(—nz) = —f(nz) = —nf(x) = (—n)f(z).

Her z = % € Q sayst igin m = nx = f(nzx) = f(m-1) =

nfla) =mf(1) = f(z) = =f(1) = 2f(1).

Simdi f(1) = c ile gosterirsek tiim x rasyonel sayilar i¢gin f(x) = cx

elde edilir. Her gercel x sayisi a,, € Q olmak tlizere x = lim a,, seklinde

n—oo

gosterilebildiginden f(z) = f(lim a,) = lim f(a,) = lim (ca,) = cx.
2. Her z,y € R i¢in
[l +y) = flx)- fy)

esitligini saglayan tiim f : R — R siirekli fonksiyonlarini bulunuz.

(PSS274.E3)

Coziim: Bir a i¢in f(a) =0 ise, her x € Rigin f(z) = f(r —a+a) =
2

f(x —a)f(a) = 0. Her z igin f(z) # 0 olsun. f(z) = f (g) >0 =

g(x) =1In f(z) seklinde tamimlanan g(z) fonksiyonu igin
gz+y)=g(x)+9(y) = glz)=cx = f(z)=eT=a"

3. Her z,y € R i¢in

; (x;y) GEN0

esitligini saglayan tiim f : R — R siirekli fonksiyonlarini bulunuz.
(PSS276.E6)



Cozim: f(0) =aolsun.y=0 = f (g) _f(a:) Ta

OV p (20 - X DL faty) = )+

g(x) = f(x)—a = gla+y) = g(x)+9(y) = 9(z) = cx = f(z) = cx+a
filr) =22 +x fo(x) = 222 — x, f3(x) =2+ x

| a@) =2 -2 g2(z) = 2z, g3(z) =z +2

olmak iizere, fonksiyonlar iizerinde taniml toplama, carpma ve ¢ikarma

islemleri kullanilarak, i € {1, 2,3} olmak tizere f; ve g; fonksiyonlarin-

dan h(z) = z fonksiyonu elde edilebiliyorsa, F; = 1; aksi halde F; = 0
olarak tanimlaniyor. (Fy, F5, F3) nedir? (131.21)

a) (0,0,0) b (0,0,1) ¢ (0,1,00 d)(0,1,1) e Hicbiri
Coziim: 3 | f1(5) =30; 3| q1(5), 31h(5) =5 = F, =0.

f2(%> _0€eZ. g (%) ez h(%) :%gz;» F,=0.

h(z) =z = g2(x) — gs(x) — g3(z) — f3(x) = F3=1=(0,0,1).

f<x>+f( ! )zm

1—=x

. Her z # 0,1 igin

esitligini saglayan f fonksiyonunu bulunuz. (PSS278.15)

Cozilim: x yerine L if(L) —l—f(l—l) = 1
1l—2x 11—z x 11—z
xyerine1—1:>f<1—l)+f(x):1—l; f(x)+f(L):x
x x x 1—2

Ik esitligi —1 ile carpip iic esitligi topladigimizda:
1 1 1 1 1
2f($):33——+1——:>f(x):§(a:+1——— )
x

1—=z r 1—=x

. Tim pozitif tamsayilardan olusan kiime N ile gosterilmek iizere,
f N — N fonksiyonu

(a) m ve n aralarinda asal olunca, f(m-n) = f(m)- f(n)
(b) p ve ¢ asal olunca, f(p+q) = f(p) + f(q)
ozelliklerine sahipse, f(100) kagtir? (A5.15.6)



Coziim: f(3+3) = f(3-2) = f(3) - f(2);
fB+3)=fB)+f(3)=2fB)=f2)=2=f(4)=f(2)+ f(2) =4
(B)=fB)+f(2) =2+ f(3); f(7)=f(4)+ [(3) =4+ f(3)

(12) = f(5+7) = f(5) + f(7) = 6 + 2/ (3);

(12) = f(4) - f3) = 4f(3) = f(3) =3 = [(5) =5; f(T) =7
(28) = f(5+23) =5+ f(23); f(28)=f(4-7)=4-T=28=

(23) =23 = f(25) = f(2) + f(23) =25 =

(100) = f(4) - f(25) = 100.

: Z x 7. — 7 fonksiyonu her z,y € Z i¢in

f(z,0) = 2?
f(owy) = _y2

kosullarim sagliyor. f(1000,996) nedir? (70.33)

Coziim: f(z,y) = 2? —y? oldugunu gosterelim. n = x +y > 0 sayisina
gore tiimevarim uygulayalm. f(z+1,y+1) = —f(z,y) + f(z,y+ 1) +
flat+ly) = —a?+y* 42’ = (y+ 1)+ (@ +1)*—y* = (z+1)°—(y+1)* =
Dogru = (1000, 1996) = 1000? — 9962 = 4 - 1996 = 7984.

{ fa+Ly+1)+ flz,y) = flo,y +1) + f(z +1,y)

. Her z,y € R i¢in

flz+y) = flx)+ f(y) + vy(z +y)

esitligini saglayan tiim f : R — R siirekli fonksiyonlarini bulunuz.

(PSS278.20)

3 3
Coziim: g(z) = f(z) — % e R T (a:J;y) _
cal AN S S S S A
g(z)+ 3 +9(y)+ g Heytey -5ty ey -3 = g(x)+g(y) =
oa) = x> fr) = 2 +ca

. x€Rigin fi(x) =2*—2x ve n > 1 igin

fraa(2) = fi(fa(z))

baglantilariyla fi, fo, f3, ... fonksiyonlari tanimhiyor. fi99¢ fonksiyonu
0, 2] kapali arahiginda alabilecegi en kiigiik ve en biiyiik degerler nedir?
(69.30)



10.

11.

12.

Qozum fl([072D = [_LO];
f2([0,2]) = fi([=1,0]) = [0,3];
f3([072D = fl([073]) = [_173];
f4(00,2]) = A([=1,3]) = [-1,3];

.f‘1£'996([072]) =[-1,3] = —1 ve 3.

fle+y) = fle—y)=2f(y)
fonksiyonel denklemini saglayan tiim siirekli f fonksiyonlarini bulunuz.
(PSS278.12)
Coziim: y =0= f(0)=0. y=z= f(2z) =2f(z).
fQr+z) = fQ2z —x) = 2f(x) = f(3x) = 3f ().
Timevarimla f(nz) = nf(x) kamtlanir = f(n) = nf(1).

ng:»p:qx:»ﬂm:qf(x):»f(x)=@=x-f<1>

= f(x) =xf(1) = cx.

f@)f(y)
f@)+ f(y)
fonksiyonel denklemini saglayan tiim stirekli f fonksiyonlarini bulunuz.

(PSS278.13)

flx+y) =

Coziim: g(z) = T = g(x +y)

9(x) +9(y) = g(x) = cx = f(x) =
Her z,y € R i¢in
af(z) +2zf(—z) = -1

esitligini saglayan tiim f : R — R siirekli fonksiyonlarimi bulunuz.
(PSS279.31)

Cozim: v — —x = —zf(—x) — 2zf(z) = —1; 2 ile garpildiginda
= 2z f(—z) — 4z f(r) = —2, bu da ilk denklemle toplandginda

—3f(x) =-3= f(x) = i bulunur.



13.

14.

15.

16.

f(x) ve g(z) fonksiyonlar1 tiim gergel sayilar i¢in tanmimh ve gergel
degerli fonksiyonlar olmak tizere, her x ve y icin

flz+gly) =3z +y+7
esitligi saglanmaktadir. g(2 + f(7)) degerini bulunuz. (A55.9)
Coziim: y =0, f(0)=c= f(z+c)=32x+7= f(z)=3(x—c)+7=
3v+(7—3¢) 3z +y+7= f(z+g(y)) =3(z+9(y))+(7T—3c) = g(y) =

%+c:>g(2—|—f(7)) = 22+ f(T)+e= 3 (243 T+(T=3¢) +c = 10.

Ny = {0,1,2,...} olmak tizere f : Ny x Ny — Ny fonksiyonu her
(x,y) € Ny x Ny i¢in

f0,y) =y +1,

f<I+170) :f(x71)7

fle+1ly+1) = flz, flz+1,y))
esitliklerini saglamaktadir. f(1,1998)’i bulunuz. (A39.18)
Coziim: f(1,0) = f(0,1) =2; f(1,1) = f(0, f(1,0)) = f(0,2) =3
f(1,2) = f(0,f(1,1)) = f(0,3) = 4. Timevarimla f(l,z) =z +2 =
£(1,1998) = 2000.

Her a, b gergel sayilar: i¢in

{ fla+b)=fla-b),
£(1999) = 1999

kogullarini saglayan bir f fonksiyonu i¢in f(2000) nedir? (A5.10.2)

Coziim: b = 0 = her a i¢gin f(a) = f(a+0) = f(a-0) = f(0) =
£(2000) = £(0) = £(1999) = 1999

[x], ’in tam deger fonksiyonu olmak iizere, {r} = x — [z] olarak
tanimlansin. Her z gergel sayisi i¢in,
= f(z) + f({z})
esitligini saglayan f fonksiyonun x = —17/7 noktasindaki degeri nedir?
(A6.2.3)
4 4

Cozim: r = — f( + f ?) m_?:>

s 4 4 4 STy o 1moo2 19

- O\7T 7 7 T) T T 7



17. Negatif olmayan x, y tamsayilar i¢in tammlanan F'(x, y) fonksiyonunda

(a) her z,y i¢gin F(z +1,y)+ F(z,y+1) = F(z,y) + F(z + 1,y + 1),
(b) her z i¢in F(z,0) =z,
(¢) her y > 0 igin F(0,y) =1

ise, F(1000,993) nedir? (18.36)

Cozim: y=0= F(z +1,0) + F(z,1) = F(z,0) + F(z + 1,1)
y=1=Fz+1,1)+ F(2,2) = F(z,1) + F(z + 1,2)

y =992 = F(x+1,993) + F(x,993) = F(2,992) + F(x 4+ 1,993)
Bunlar taraf tarafa toplanirsa

F(zx+1,0)+ F(2,993) = F(z,0) + F(x + 1,993) =

F(zx+1,993) = F(x,993) + 1 = F(1000,993) = F(999,993) + 1 =
F(998,993) +2 = ... = F(0,993) + 1000 = 1 + 1000 = 1001.

18. Rasyonel sayilardan rasyonel sayilara tanimli bir f fonksiyonu tiim a, b
rasyonel sayilari i¢in

fla+b) = f(a) + f(b)

denklemini saglasin ve f(2) = 3 olsun. f (g) degeri nedir? (23.11)
I~ 3
Coziim: f(z)=cr. 3=f(2)=c-2=c= 3

L(3) 35 1

2) 22 4

19. Pozitif tam say1 ¢iftlerinin kiimesinden pozitif tam sayilar kiimesine
giden bir f fonksiyonu, x,y pozitif tam sayilar: igin

fla,2) =2, f(z,y) = f(y,2) ve f(z,y)=[f(z,2+y)
kogullarini saghyorsa, f(91,143) nedir? (24.12)

Coziim: f(91,143) = f(91,52) = £(39,52) = f(39,13) = £(26,13) =
£(13,13) = 13 = (91, 143) = 13.
Aslinda f(z,y) = ebob(z,y) oldugu agiktir.

20. f:R" — R fonksiyonu her z,y € R* icin

F@)+ Fly) = (@) fly) +1— %



21.

22.

kogulunu saghyor ve f(2) < 1 ise, f(3) degeri nedir? (103.28)
1 1
Géziim: y = = [f(@)]* ~ 2/(x) +1= 5 = [f(x) 1 = & =

f(:v)—lzi veya f(a:)—lz—i:f(x)zl—i-% veya

) =1- > f@) =3 veya [2) =1 fQ)<1=f(2) =
r=3,y=2= [(3)+ f)= [} fO +1- 5 =
@)+ =f() 5 +1-5 = @) =2

Tim x, y pozitif gercel sayilari igin
_y_z
F@)fy) = flzy) =~ + ”

kogulunu saglayan f fonksiyonlarinin alabilecegi farkli f(2) degerlerinin
toplami nedir? (136.32)

2 2
Dy=1= (o)~ f@) = —+o=""" = j@) = -0 =
@) =-2.
1 1 1 5
Qy=1=2f(x)—f(z) = E—l—x:>f(a:) = 5+x:>f(2) :2—|—§ =5
Boylece 2 + - = §
4 2 4

f fonksiyonu her gergel x i¢in

fl@) +3f(1 —2) =a”
esitligini saghyorsa, S = {z : f(x) = 0} olmak iizere, asagidakilerden
hangisi dogrudur? (2003.32)

a) S sonsuz bir kiimedir b) {0,1} C S c)S=g

d) §= {3 +2\/§, 5 _2\/5} e) Hicbiri

Coziim: z yerine 1 — x yazilirsa f(1 — z) + 3f(z) = (z — 1)? bulunur.
Bu denklemi —3 ile ¢arpip sorudaki denklem ile toplayalim:

7



23.

—8f(z) =2° — 32> + 62 — 3 = f(z) =
3++3 3+v3 3-3
2 2 72 '

Lo Oof W

22 —6x+3=0=1=

3 L 1 T
:E-33+—3'3 =6
X

denkleminin kag farkli gergel ¢oziimii vardir? (101.25)
a) 3 b) 2 c)0 d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri

x3

\/ 3= 3”3 > 2V 32\/7 = 6 = Hepsi esitlik olmak zorunda =

— _3 = x = 1 = Tek ¢ozlim bulunur.
z

1 1
Coziim: © > 0 = 6 = 23 . 355 +—3-3x3>2\/x3 35 . .37 =



